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INTRODUÇÃO 
O operador de Laplace-Beltrami ou, simplesrnente,o Laplaciano 
6 é um operador diferencial elíptico definido sobre o espaço das E 
-fqrmas de uma variedade Riemanniana ~~ e que possui, corno veremos 
no decorrer do trabalho, uma relação bastante estreita com a geo:ne 
tria. e a topologia do espaço. 
O nosso objetivo é desenvolver de forma razoavelmente auto-
suficiente (tomando por base o programa comumente coberto pelos al~ 
nos de Mestrado em Matemática da UNICAMP) o estudo dos fatos funda 
mentais relativos ao Laplaciano sobre variedades Riema~nianas com-
pactas, dando particular atenção às ~ropriedades espectrais de ~. 
Com este fim, desenvolvemos o material básico que consiste, por um 
lado, das definições e propriedades manipulatórias das formas dife 
renciais e, por outro, do estudo local dos operadores diferenciais 
elípticos. Assim, o capítulo I contém as propriedades refe-
rentes aos operadores diferenciais d, ô e ~, ao isomorfismo * de 
Hodge e a integração de formas em variedades enquanto que, no capí 
tulo II, obtemos os resultados relativos aos operadores elípticos, 
usando como ferramenta as séries de Fourier e os Espaços de Sobolev. 
Munidosdos resultados obtidos até aí,provamos .no início do 
capitulo II o Xeonema de Hodge,que fornece as condições necessá-
rias e suficientes para que a equação ów = a tenha Qma solução w 
i i 
onde w e a sao p-formas diferenciais. Em seguida, provamos os re-
sultados fundamentais referentes ao espectro de !J.. Mostramos, em 
particular, que o auto-espaço associado a cada auto-valor de~ tem 
dimensão finita e que o conjunto dÇts p-:Eormas de !J. constitui um sis 
tema ortonormal completo, de maneira que cada p-forma diferencial 
da variedade pode ser aproximada uniformemente por combinações li-
neares de auto-formas. Mais adiante, expressamos os operadores d, 
6 e !J. através da conexão Riemanniana de M e aplicamos os resulta-
dos obtidos ao caso particular da esfera Sn. 
Além da importância que tem na Matemática pura, o Laplaciano 
aparece com freqÜência surpreendente nas ciências em geral e é um 
interessante ponto de contato entre a Geometria e a FÍsica. Com 
isto em mente, acrescentamos um apêndice ao final do trabalho con-
tendo, a título de ilustração, alguns fatos de Física associados ao 
tema desenvolvido aqui. Mais precisamente, mos·tramos como o conhe-
cimento do espectro de !J. e das multiplicidades dos seus auto-vaJ.o-
res fornece as propriedades termodinâmicas de um gãh lde.a.t confin~ 
do no espaço fechado M e deduzimos a equação de estac1o que este gás 






FORMAS DIFERENCIAIS E O OPERADOR 
DE LAPLACE - BELTRAMI 
Neste capitulo, faremos uma breve exposição dos fatos básicos 
relativos a formas diferenciais em variedades. No parágrafo 1, re-
sumiremos sem demonstração alguns resultados e definiçÕes de álge-
bra linear (para os detalhes, pode-se consultar ~ostnikov] ). Em 
seguida, introduziremos os operadores d (dit"€:rencial exterior), o 
isomorfismo * de Hodge, o cxxliferencial ó e o operador de Laplac~ 
-Beltrami 6 e definiremos os grupos de cohmologia de Rham de uma 
variedade. Consideraremos, por fim, a integraç.ão de ·formas em va-
riedades. A principal referência nesta parte é [F. Warner] . 
1. ÃLGEBRA EXTERIOR. Seja V um espaço vetorial n-dirnensional so-
bre JR e seja V* o seu dual. Definimos Ak (V*} como o espaço de 
todas as funções k-iineares e anti-simétricas sobre V; ou seja, 
TE Ak(V*) é uma aplicação 
l 
T V ffi ••• $ V -+ ffi. (k fatores) , 
par<l a qual valem as propriedades abai;xo: Vv 1 , •.• ,vk 1 vj E V, À Em 
teiros (utilizando a notação Tlv1 , ..• ,vk) = T(l, •.. ,k)) 
1
i) 1" (1, o,, 1 j-l 1 j+j I f j+l, o, o ,k} T(l, •.• ,j, ... ,k) + T(l, ... , 
j', ... ,k) 
ii) -r(l, •.. ,j-1, Âj, j+l, ... ,k) ÀT(l, .•• ,j, ... ,k) 
iii) T(n(l), ••• ,n(k)} = (-l)n T(1, •.• ,k}, onde TI ê elemento do grE: 
po de permutações sk e (....-1) 1f é o sinal de 7f, 
por A(V*) a soma direta 
Denotaremos 
onde A 0 (V*) = JR' • Definimos em A (V* l. o produto A : se T E Akr,:J*) 
e é um elemento de tal 
que 
l ~ {TA ~){l,. •• ,kH)~k'"' I (-1) T(~(l), ... ,rr(k))~(rr(k+l), .. .,~(kH)) (l) 
·"· TIEf;. 
-kH 
Como A(V*) é gerado por tais T e ~~ o produto A estende-se a A(V*) 
por linearidade, ou seja, exigindo que ele seja distributivo com 
respeito à adição vetorial. Com este produto, ALV*) é uma álgebra 
graduada associativa com unidade. O produto "' não é comutat.ivo em 





é uma base de 
A(V*), onde W percorre todos os subconjuntos {l, ... ,n} e 
com 1 < i < ••• <:i < n ~ 1 r- e 
~=~~definimos e~= 1. Sejam v 1 , ... ,vk E V. Então, a partir de 
(15, obtemos 
A • • • 
n 
A e. ) (l, ... ,r) = l: (~l) e. (n (l)) 
lr TIES ll 
r 
Te~os as seguintes propriedades: 
i) l E A( V* I ' V* c A (V* I 
ii) A(V*) é gerado por 1 e V* 
iii) e A e = O , Ve E V* 




v) Se L :V* -* V* é uma transformação linear, então L se e s-
I 
tende a aplicação L: A(V*) + A{V*), definida de maneira que 
L seja um homomorfismo de álgebra. L Pfeserva o grau, ou s~ 
jar L :Ak(V*I ·•Ak(V*). Em particular, 
I 
t : An(V*J n --)- A {V*) I 




que L] = ÀI, onde 
nn cv•) I é a identidade de /In (V*) • Este 
escalar é precisamente o determinante de L. Observamos que a 
propriedade (iii) é equivalente à condição -e 1 A e 2 = e 2 A e 1, 
\fe 1 $e 2 E V*;. as propriedades de (il a (iv) caracterizam A{V*) 
no seguinte sentido: Se A' é outro espaço vetorial sobre JR 
satisfazendo (i)-(iv), então ACV*) e 1\. 1 são isomorfos. A(V*) 
é denominada âigeb~a exte4~on de V* e osseus elementos .. sao 
chamados de formas sobre V. 
DEFINIÇÃO I.l.l. (isomorfismo"-'). Seja <,) um prodUto interno em 
v. Então {,) induz o isomorfismo 
"' : V -+ V* 
v+V=<v,·> 
tal que VCu) = <v,u>, "l:fu E V. A aplicação"' estende-se a um iso-
morfismo a nível de formas: 
o produto interno de V induz UH! produto interno em 
estendendo-se por bilinearidade a definição 
A CV* l , 
. •' 
5 
<Vl A ••• A -v ' p A • , , 11 v)(ul, .•. ,u) p p 
(4) 
(c f. expressao (.3}) , e (W 1T)= 0 se W E Ak (V*) 
' 
1 E At(V*) com kit. Decorre quer se {v1 , .•• ,v} . n . é uma base o r-
< i < n} e p tonol.Tlla.l de V, então {Vil A A V, /1 < Íl < lp -
base ortonormal de Ap [V*) • Além disso, se 
-
w = A , , , 11 V, teremos 
lp 
il .•. i 
w p = { W 1 A , , , A w(v. , •.. ,v. ) 
J_l lp 
(5) 
A A A dois geradores de An(V*) - IR. vl A v e ul ... u sao = n n 
A A - À'\ A A - onde À determinante Logo ul u = v ' e o da n n 
transformação de mudança de base. Dizemos que as duas bases defi-
nem a mesma orientação, quando À > O. 
DEFINIÇÃO l.l. 2. {operador * de Hodge). Seja 1' V 
! 
um espaço veto-
orientação fixada, rial n-dimensional com produto interno e com urna 
{v1 , ... ,vn} uma base o.n. positiva 
orientação pré-fixada, conforme fo:l 
en} ·a base dual. Deflnimos 
Cou seja,/ que define a mesma 
I . 








e, A • , , A 
11 
A • , , A A • • • A 
Ae,'A,,,A 
J1 
• • • A 
TEOREMA 1.1.3. são válidas as seguintes propriedades: 
= e A 1 , , , A 
ii) sobre p-formas 
e 
n 
** = (-1) p Cn-p) 
e . 
n 
iii) se w,)J E f . P (V~'), en·tão * (11 A * yv l ~ * (:w A * ]J) <w,l.l) 
i v) se w E Ap (V*) {v. , .•. ,v. , e ~1 l.p 
} - base v. , ••• f v . e urna o. 
J1 Jn-p 
n. positiva de v, então 
(•w) (j 1 , .•. ,j ) = w(i1 , ... ,i ) n-p P 
v) Seja yS: Ap+l(V*) + AP(v*) a adjunta da multiplicação exte-
rior por S E V*, ou seja, < yf: (v) ,w > 
v E Ap+l (V*) e w E AP (V*). Então 






A W) I para 
6 
7 
Ji) Se S E V*,. denotamos por !;p a multiplicação exterior de p-
formas por S (pela esquerda}. Então. 
e exata, ou seja 1 I li; ) = ker (i; +l) . 1U p p 
víi) A aplicação l-l)np *i;* i;+ l-l)n(p-l)i; *f,*_: AP(V*)·>Ap(V*) 
é um isomorfismo (necessitaremos deste resultado quando lida~ 
mos com os operadores diferenciais elípticos no capítulo II). 
PROVA. i) imediata 
ii) basta verificar a açao de ** sobre um elemento do ti-
po A , , , A , onde é uma base o.n. 
l-formas e usar a l.inearidade de * no caso geral, Assim, 
W A *W :::::: e 1 A ••• 
A e = (*W) A **W = {-l)p(n-p) (**\-11) A 
n 
de maneira que [** w-(-l)p(n-p)w] '* w =O. 
* w ' 
das 
Mas a forma entre colchetes tem que ser um múltiplo de w. Is 
to só é possível se: 
** \'1 
= (-1) p (n-p) w. 
iii) basta lembrar que, se {e1 , ... ,e11 } é uma base o.n. para 
8 
a$ l-formas, então o conjunto {e;p 
<.ip < n} e uma base o.n. para as 
=e. A ••• Ae. jl_:::.i1 < ••• 
'-1 '-p 
p-formas. Neste caso, e<.P A * eq,, = 
= e!}, A *e~ = O ou 1 Caso 4 f 4' ou cf> = ciJ', respectivamente. 
O caso geral decorre por linearidade das opGrações envolvidas. 
iv) corno sempre, é suficiente considerar w -= e'!> = et 
' 1 
A • • • 
e vamos supor que e 1 seja a l-forma dual de v. (e i = v. J • ]. ]. 
que se e"'(v. ,- ..• ,v. ) 
'f J.l lp 
=C* e.+.)(v. , ••• ,v. }, onde 
~ J1 Jn-p 
{v. , .•. ,v. 
' 
v. I • • o 1 V • } 
'-1 ]. p J Jn-p 
' 
nesta ordem uma base positiva, de maneira que a proposição 






neste caso. Se {t1 , ..• ,tp} = {i1 , ... 1 ip}, então os índices tk e 
ik são iguais, a menos de uma permutação TI, de maneira que 
(-1)~. 
(*e,..J(j1, ... ,j ) 
'I' n-p 
' (-1) ~ 
' 
onde TI' é uma permutação dos Indices jk. Usando a definição de 
* verifica-se facilmente que rr' e rr têm a mesma· paridade, o que 
conclui a prova. 
9 
=*({S A w) A *V) 
~>((-1)pn (-1) (n-p)p [**(f; A*")] A W) 
= ( C-ll pn * c; A *v) ,w) , Vp-for:ma w, 
o que demonstra a afirmação. 
vi) Como ç: A i; = O, então Im ç:p c ker ç:p+l" Resta verificar que, 
se ç: A w = O, então w = ç: A v para alguma p-forma v. Considere 
a base o.n. das l-formas, em que 
Df;D~1)e A • • • A 
e ~ f; 1 
Então 
o ~ ~ A V7 
il ... i +1 ~ E w P e 1 A e. 11 A • • • A 
Quando w~ I o ' teremos e1 1\ e. A A e. ~ o, de 11 J_p+l 




evidência, teremos escrito w = e 1 A v -= i; A v, para algum v. 
vU.) Suponha que U 1 V 1 W sejam espaços vetoriais de dimensão fi-
nita com produto interno e que a sequência 
.. 
10 
A B u ~v -->w 
é exata (A e B sao homomorfismos). Sejam A*: V -+ U e B*: w-+ v 
os adjuntos de A e B respectivamente. Afirmamos que B*B + AA*· 
é UHl isomorfismo de V. De fato, considere O :j v E V. Se mostrar-
mos que a imagem de v é não nula, teremos mostrado que B*B + A'.'A* 
é um homomorfismo injetivo. Como V tem dimensão finita, esta ~pl! 
cação tem que ser um isomorfismo. Considere 
( (B*B+AA*).V,V);:::;; <Bv, Bv) + {A*v, A*y). 
Se Bv f. O =-'> (B*B + AA*)_v 1- O. Se Bv :::: O, então v= Áu para al-
gum u E-U, pois a sequência é exat~. Então ~*v f O, pois 1 caso 
contrário, 
<n.*v,u> = <Au,Au> 0=-->v=O, 
em contradição com a escolha de v. Aplicando o resultado acima -a 
sequência exata do ítem anterior e usando a expressão dada no item 
(_v} pare. a adjunta da multiplicação exterior por ç; 1 obtemos o re-
sultado esperado. 
ll 
2. FORMAS DIFERENCIAIS. 
00 
DEFINIÇÃO l. 2 .l. Se 11n é uma vadedade C , definimos 




onde TmM denota o espaço tangente de M em m e as uniões sao 
disjuntas. Denotamos por ~ a projeção TM ~ M, que leva yETI>lem 
m 
m. A este espaço pode-se dar uma estrutura de variedade Coo em que 
TI é aplicação 00 C . Analogamente, definimos 




DEFINIÇÃO 1.2~2.Um campo vetorial X sobre M é uma aplicação 
X : M ->- TM 1 tal que 1T o X = identidade de M. X e um campo suave 
se a aplicação X:M.+'l'M e diferenciável 00 (C ) • o cçmjunto dos 
campos suaves sobre M será denotado por *(M). 
DEFINIÇÃO 1.2.3. De maneira análoga, defini.mos uma k-forma diferen 
ciável f.i como sendo uma. aplicação diferenciável k y :M +A (M) tal 
que 1T o ~ = identidade de M. Mostra-se que 1-1 -e uma k-forma 
12 
diferenciável se 1 dados os campos x1 , ..• ,xk E ~(M}, então ~Cx1 , 
é uma função real ro C , onde 
(considerações análogas para /1, (M)). O conjunto das formas diferen 
ciais, que por simplicidade também denotaremos por A (M) k (A (M) !'a 
ra o espaço das k-formas diferenciais), é um espaço vetorial ·com 
respeito à aclição ponto a ponto e multiplicação por escalar e é urna 
álgebra graduada associativa com elemento 1 {função constante igual 
a 1) com respeito à multiplicação A ponto a ponto·. 
ro 
TEOREMA 1.2.4. Seja M uma variedade c . Então existe urna única 
aplicação d: A{M) ~ A(M), denominada diferencial exterior, para a 
qual valem as propriedades: 
ii) d (f) = df (diferencial ordinário) , f E 1\ 0 (1'1) 
iii) se ~E Ak{M) e TE A(M), então 
d(u • •l - du • , + (-llk p • d• 
iv) d o d = o. 
PROVA. A demonstração é direta, partindo da expressao local dus formas 
13 
(veja [Mercuri e Rigasl.). Observamos apenas que, se lfJ é um sistema 
local à e coordenadas com domínio U c M e Cx1 , ... , xn) são as fun 
çoes coordenadas, então {dx1 , ..• ,dxn} é uma base para (T H)* ' m 
Vm E u. Portanto {dx. A ... A dx, 11 ~ il < < ik < n} e uma l1 lk 
base para Ak (U). Assim, se ~ E 1\k(H) temos 
l: a. . A •• , A 
·1.::.i 1 < ••• <tk,::_n 
J.l ••• J.k 
onde as sao ,funções reais sobre U. Além diss.o, l-1 é su~ ai . 1 .. . lk 
ve se e somente se, para toda carta local (lf!,U), os coeficientes 
a, . sao funções dife-renciáveis. p:e fato 
1 1 ••• J.k 
a. . 
1 1 ••• J.k 
, ... , 
onde d (ai{ 
1 
. d 
' • • • ' dx } 
n 
sao os campos coordenados do sistema local. 
Observamos ainda que 1 se w E A (M), então (dw) (m) depende apenas 
do conhecimento de w em alguma vizinhança W de m. D"e fato, se 
ja f uma função real suave tal que f (rn) = 1, (df) (m) ::: O e 
f(m') =o, b'm' EM\ w. Suponha ainda que w!w-;- O. Então fw =O em 
I 
M =::-0 = d(fw) = df A w + fdw .:::::>dw(m) """O. Assi~, se wlw::: Tlwr en 
tão (w - t) Íw = o :<> O = [d (w - t lI (m) = dw (m) :-
/ 
dt (m) • 









[.-1) j+k "([X X 
w • ' kj ' 
. J 
14 
X. {w(X1 , ••. ,X. , ... ,X 1 )) + ~ ----- J.. p+ 
onde A significa omissào e [. , ·] e o colchete de Lie de campos ve 
toriais. 
PROVA. A demonstração é direta, embora tediosa. E1a consiste em ve 
rificar inicialmente que o lado direito da expressão acima (que de 
notaremos por ~} é de fato uma (p+l)~forma, ou seja, que ~e an-
tissimétrica efse f e g sao funções em 00 c {1-1, lR) , então 
Portanto, para calcular 4> (_m) (X11 ... ,xp+l) , m E M, podemos escolher 
extensões arbitrárias de x 1 (rn). Em particular, podemos considerar 
os campos coordenados i= l, .•. ,n, em uma vizinhança de m 
tais que 
e 






fax.'ax] ~o ], J 
Por outro lado, 
dw(m) (x1 , ... ,Xp+l) 
3 3 
A dxi l <~r· .. 'ax_ ) = 




3 8 8 w(ãX,···r~r···'aX ), 
l k p+l 
o que conclui a prova. 
DEFINIÇÃO 1.2.6. Sejam M e N variedades ro c e ~ 
15 
M-+N uma 
aplicação 00 -C . Entao W induz uma aplicação ~*: A(N) + A(M) da se-
guinte maneira: se o - k f E A (M) 1 entao ~*(f) =f o W; se w E A (N), 
k >O e vi E TmM' i= l, ... ,k, mE M, então 
onde tJi*: TmM. + Tl./J(m)N e a aplicação linear düfinida por l/J*(v) (g)= 
00 
= v(g o W), g E C (N,IR) (taniliém denotada por d~). 1/J* estende-se 
a todo 1\. (N) por J,inearidade. Se .,., E A (N} t l)J* (w} é denominado 
pull-back de w. 
• 
16 
TEOREMA 1.2.7. Verifica-se sem dificuldade que ~*w e uma k-forma 
suave, sempre que \V também o for. Iüém disso, I)J* é um homomor-
fismo de álgebra (~}o* (w A T) = C~P*w) A (ljl*-r)). Ternos air.~da as se-
guintes propriedades: 
i) d o qJ* = v o d 
ii) se 
'l :M -> N 
00 
des c e 
'l' .2 sao 
e 
"2 : N + P, 
aplicações 
'~ * O '"'ir 





PROVA •. i) se o f E /1 (N) 1 então Vv E TmM 
N e p sao varieda 
[do v (f)) (v) = d(f o wl (v) = (df o d<j;) (v) = w* [df) (v) = 
= Ilw* o dl (f)] CvJ. 
Se w é uma l-forma sobre N do tipo w = df, 
(do<j;*)(w) =d(<j;*[df)) =d(do<j;*[f)) =O 
e 
CV o d) (w) = <!>* [ddf) = O, 
de forma que do W*lw) = W* o d(w). No caso geral, usamos os re-
sultados acima mais a expressão local de w Cwju =La. . dx. ll'' .lk ~1 
A • , , A dx. ) 
lk 
e o fato que é um homomorfismo de álgebra. 
iil Basta utilizar a regra de cadeia (op 2 o <P1 ) * = IP2 o <P 1 ) . 
• • 




.•. ~ An-1 ()1) 
-->o . 
17 
A condição d o d ~ o p p-1 é equivalente a ker d ~ Im d 1 . O es p p-
paço quociente 
ker d /Im d p p-1 
é denominado p-ésimo g.t'upo de cohomologia de de Rham de M. Se 
w E Ap (M) é tal que dw -= O, então diremos que w e uma p-forma 
fechada. Se w = d~, ~E ~p-l(M}, w é denominada uma p-forma exa-
ta. 
Observamos que, se W :M ~ N é uma aplicação 00 c ' 
ca formas fechadas em formas fechadas e forma~; exatas 
apli-
em formas 
exatas, pois !.J!* comuta com d. Por esta razão 1 ~J* induz o homo-
morfismo 
VP H~eR (N) + H~eR ().!) j 
Retornaremos aos grupos de cohomologia de de 
I 
Rham no ·capítulo III, 
' 
' quando dü5cutirmo~:; o i:eorema de Hodge~·de Rham. 
I 
18 
3 O OPERADOR DE LAPLACE-BELTRAMI. 
Lembramos que toda variedade diferenciável paracompacta M po 
de ser munida de uma estrutura Riemanniana, ou seja, podemos def.i-
nir uma aplicação m + ( } 
, 111 Vm E M, onde < , > m é um produto 
interno em T M tal que,se X e y E ti (.M) , então 
m 
m + ( x (m) , Y (m) > m 
é função 00 C . Uma variedade em com uma estrutura Riemanniana é de 
nominada uma variedade Riemanniana. Recordamos ainda que uma n-fo~ 
ma diferenciável ~ sobre M que não se anula em parte alguma é de 
nominada uma orientação para M. Claramente, uma orientação de M 
induz uma orientação em cada espaço tangente, de forma que podemos 
definir, para cada mE M, o isomorfismo (cf .. 1.1.2) 
* (m) 
que induz o isomorfismo sobre p-formas diferenciais 
(•pl (nl) ~ * (m) p (m) 
Quando p - O, o operador * define um is01rorfismo entre ,\0 (M) 
•' 
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e f.n(M). Se 1 indica a função constante valendo l em cada ponto, então 
a n-forma *l é denominada forma volmne e é uma ·orientação para M. 
DEFINIÇÃO 1. 3 .1. (_codiferencial) . Sej u. Mn uma variedade Rie.mannia 
na orientada. Definimos o operador 
ô (-l)n{p+l)+l*d•. 
Sobre O-formas, 6 O. 
DEFINIÇÃO 1.3.2. (6). O operador de Laplace-Beltrami (ou,simples-
mente, o Laplaciano) - 6, é definido por 
6 ~ õd + dô • 
No teorema qbaixo, coletamos algumas propriedades de 6 e 6 
que se deduzem facilmente a partir das definiçÕes. 
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TEOREMA 1.3.3. i) ÓQ = O 
ii l ô = (ã + ó) 2 
iii) óô = ôà = àdà, dô = ôd dód 
,iv) *15 = Ó* 
v) se f,g E A0 (11), õ(f g) = (bf)g+fôg-2 (df,dg) 
vi.) se o n f E 1\ (IR ) , 
n 
f =- E 
i=l 
(para as coordena 
das canônicas do lRn ). 
vi i) A • • • -e uma p-for-
11 • • • {\ 
TEORE~ffi 1.3.4. Sejam M e N duas variedades Riemanniana~ orien-
tadas e '{! : M -r N um difeomorfismo que preserva a orientação (1,0 * 
manda base positiva em base positiva) tal que Vm E M, u,v E T M , 
m 
temos <u,v} (m) = (q;*m(u), 'f'*m(v)} (<p(m)). ('I' é uma isometria) 
Então, 
* N M * tpo/1 =/'\. o!p (1) 
PROVA. Com a notação 1.1.1. temos (.p*(u) ,v) (i,O(m)) =<ii,!,O*(V) )(m), 
onde u E T M e 
m 
de maneira que, se 
v E T ( )N. Conclui-se daÍ que 
• m 
l -1 - -l -
w,T E A (N), {.p*(...r), ..,o*C'r) )={op* (w),r.p* (T) 




<~*(w), ~*(T) > (m) ~ <w,r> (9(m)), w,TEf,(]'l). ( 2) 
Lembramos que diP * ~ IP*d. Assim, para prova :r: (l) é suficiente ve-
rificar H ~· ,. N Seja forma volume de N. Como que * ~ * . ~ a 9 pr~ 
serva a orientação, o* C~) ~ C]J' onde c , o e ~ é a forma volume 
de N. Pelo que foi visto atrás~ c 2 = < cp,cp > ~ (.p*{rl), <Y*(n) > = 
- 1 ~c= 1 e portanto ~*lnl =~.Assim, dada wna forma 
w E A (N) ' 
~ * (w) A N IP * (_w A * w ) 
= cp*(('I.V 1W) n) 
'P* (_w) " 
M 
* op* (í'i). 
Como w é uma forma arbitrária e '{) é difeomorfismo, temos 
M 
* <P*, como queríamos verificar. 
N 
'{J * * = 
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4, INTEGRi\ÇÃQ. 
SP.ja S uma n-forma definida em lUU ·_c.onjunto aberto e limitado 
de JRn e suponha que suporte CS) = {x E IR 11 j 13 (x) i O} está conti-
do em um subconjunto fechado D c JR 11 . Definimos então 
onde b é a função real dada em S ~ b dx ' 1 ... 11 dx • Considere n 
agora uma v.s.riedade Coo orientada (M11 ,v) e uma n-forma.a sobre M 
tal que K = suporte(a) é um subconjunto compacto de M. A compact_ 
dade de K assegura a e·xistência de um número f in i to de cartas lo 
N 
cais (.,o. , U. ) , i = 1, ••• , N em M, tais que 
l l 
K c u u i i=l 
e~.(U.)é 
l l 
um subconjunto limitado de 
existência de funções 
cu. , O < p. < 1 e 
~ - ~-
n JR para cada i. Assegura também a 
00 
E c (M,JR), i= l, ••• ,N, com suporte (pi) 
p. (m) = 1, Vm E K. Através de uma troca 
l 
(se necessário) na ordem das coordenadas de o,p. , podemos 
l 
assumir 
que o pull-back I{J.i(dx1 "··· " dx } é um múltiplo positivo da ori n 














e o fatO que 
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a definição actma independc da escolha destas funções e da escolha 
da cobertura coordenada de K podem. ser encontradas em [ WarnerJ . 
Notamos apenas que a razao por trás deste Últinto fato é que a com-
pcnentc de urna n-forma (em coordenadas locais) muda, sob uma troca 
de coordenadas, por um fator igual ao determinante do jacobiano. 
As coordenadas foram escolhidas de maneira que este determinante 
seja sempre positivo, podendo-se aplicar a fórmula da mudança de 
variável para integrais. 
DEFINIÇÃO 1.4.1. Um domínio regular D c M é um aberto'conexo cu-
ja fronteira é uma subvariedade mergulhada em M, com codimensão 1. 
se D é um dchminio regular, então existe um campo Coo de vetores 
normais unitârios N sobre ao (para cada m E ClD, considere a cur 
va com velocidade unitária y : (-E,E) -+ M 
y(t) E D se t < O, y(t) ~ D se t > O 
tal que y(O) = m , 
e .y• (O) 1 T 3D, e defi 
m 
na N(m) = y• (O)}. Seja N a l-forma dual de N (cf. 1.1.1). En-
tão (*N) (m) é uma (n-1) -forma não nula em 1' ao 
m 
para cada 
Assim, a orientação de M induz uma orientação em dD. 
mE ClD. 
A seguir,"enunciaremos o teorema clássico de Stokes, cuja de-
monstração pode ser encontrada em ['i'i'arner] , 
TEOREMA 1.4.2. (Stokes). Seja D 
dade n-dimensional orient.~da M 
porte compacto. Então 1 
' 
/ 
um domínio ~egular em uma varie-
i 






COROLÁRIO 1.4.3. Se w é uma (n-1)..-forma sobre uma variedade n-di 
mensional orientada e compacta M tal que ()M = \fi, então 
dw o 
DEFINIÇÃO 1.4.4. Se o f E A (M) tem suporte compacto e D e um do- .. 
mínio regular, definimos 
DEFINIÇÃO 1.4.5. Em Ap(M}, M compacta e orientada, podemos defi-
nir um produto interno, que denotaremos por [ , ] 1 integrando o prQ 
duto interno pontual: 
[a, SJ p a,S E A (M). 
Denotaremos por n • 11 a norma correspondente. Pelas propriedades 
do operador * conclu!mos que .[ · , ·1 é bilinear, sirrétric..-o e positivo 
definido. Podemos estender [. ' • J a todo t~ H1L exigindo que os vá-
rios subespaços· Ap (M) sejam ortogonais. 
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DEFINIÇÃO 1. 4. 6. \V E .1\ (H) é uma forma harmônica se ów = o. 
• n TEOREMA 1.4.7. M é uma variedade riemanniana compacta, orientada 
e sem bordo. Então 6 e a adjunta de d com respeito ao produto in 
terno [ · , · J , ou seja, 
[da,SJ ~ [a,68J Va,B E 1\(!4}. 
PROVA. Podemos consiclen:r uma (p-1)-forma a e urna p-forma. S. Então, -·' 
déa A •Sl ~ Lda} A •S + (-l}p-l "A d * 8 (_da) A * S - a A * 6 B , 
de maneira que 
O~ t d(a A *8} ~ tdaA*S- ta A •ôB- [da,Sl- [a,ôS] 
COROLÂRIO 1.4.8. ó é auto-adjunto, ou seja, 
[~a,8] ~ [a,óBJ 
COROLÂRIO l. 4. 9. ~a ~ O = da ~ O e o a ~ G. 
PROVA. Basta verificar que 
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[6a,a] ~ [[do+ od)u,a] --· [6a,6~1 + [da,da] 
COROLÂRIO 1.4.10. As únicas funções harmônicas sobre uma variedade 
riemunniana compacta, orientada e sem bordo são as funções constan 
tes. 
PROVA. Imediata, a partir de 1.4.9. 






Seja M uma variedade Riemanniana orientável e compacta, a 
-uma p-forma de M e ~ um operador diferencial elíptico sobre 
Ap (M) (a definição será. dada adiante) . Estaremos interessados em 
-de terminar as coniliçCes Í1eoessárias e suficienteS para que a equação üw = a 
tenha uma solução v1 E 11.P {M) • o caso em que /J. = f}, o operador de 
Laplace-Beltrami, é de particular importância e neste caso a res-
posta ao problema acima é dada pelo t"C.oJte..ma de. Hadgc., que afirma 
que !J.w = a tem solução se e somente se o: é ortogonal ao espaço 
das formas harmônicas, segundo o produto interno [a, Sl = J a " .*6. 
M 
Mais adiante nos ocuparemos com o espectro de ô e 1 neste caso, de-
vemos considerar o operador ô = 6 - À. 
-
vamos supor que w é solução de ów = ct e que -e o ope-
-
rador adjunto de /J ,. com respeito ao produto interno [·, ·]. Pode-
mos definir um· funcional linear ~ sobre J.?(M) por 
' 
- -Como [w,!'ê,*o.pJ =[/J.\.;,'{!1 [a. 1 o.p] 1 vale para X.. a· seguinte propriedade 
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(l) 
Um funcional ,Q, sobre Ap(M) que su.tisfaça a condição (1) é denomi-
-
nado uma solução fraca de !J.w ~ a. o plano para o que se segue é 
verificar sob que condições a equaçao acima Cldmi te uma solução fra- l, 
ca Q. e então, quando t 8 representado por uma p-fC?rrna w. Note que 
se ~(8) = [w,BJ pura algum w E Áp (_M) , então 
[ ÓY.lt'P] = [w,t:..* lf?] 
-
=[a,<Pl, !J.w -- a. 
Neste contexto 1 provaremos os seguintes teoremas: 
-TEOREMA 2.1. Seja a E Ap(M) e ~ uma solução fraca de !J.w =a. En-
tão existe w E AP(M) tal que ~(6) = [w,S I 
' 
VB E t-?(M). Canse-
quentemente, t..w = a. 
TEOREMA 2.2. Seja {a } uma sequência em Ap(11) tal que 
n 
11 a 11 <c 
n 
e llóa 11 <c, para todo n e alguma constante c > O. Então {a } 
n n 
contém uma subsequência de Cauchy. 
o estudo locul dos opcrqdo;t::"cs e13:pticos ~tilizarã alguns fa-
I 
tos básicos sobre os E,.'lpaço-0 de_ Scbuú!.V. Fare,_mos adiante um resumo 




que pode ser consultado qua:;1do uma demonstração ou uma verificação 
de rotina for eventualmente om:i. t.ida. 
NOTAÇÃO. Relacionamos aqui as notações que aparecer ao com maior fre 
quência no decorrer do capitulo. 
la! 
al 
zn a se a,n E n. ~ nl ' 
a2 a 
n2 . . . nn 
n 
' 
0° = 1. Denotamos .por X . 
l 
i-ésima função coordenada de IRn e x = (x1 , ... ,xn). Se 
denotamos por Da o a-éSimo operador de derivação 
Dau d-. ) [a] a [a] u ~ 
'1 
al a 3x1 ax 
n 
n 
a E ~n 
+ 
a 
P denotará o espaço vetorial complexo das funções C
00 
r.p: JRn -+ a:m 
2Ir-periódicas em ca:da variável. 
m 












se <P c~ P e 
Denotamos por 
f . n m +cr e função c 
f~~ lf~ 1 , ... ,f~) E p 11\ 




{p E rnnjo < x. (p) < 2n, 
~ 
i= l, ... ,n}. Usaremos as seguintes normas: se ~E P 
11 ~li pro-
duto intex·no 
e 11 t).dl _= sup I1JJ I . Como antes, [ , ] será usado para 
ro [a' $] Q 
I (1. A *S I H a,S E Ap(M). Uma função diferenciável de classe ro c 
será chamada suave e os símbolos 
ro ro 
C 1 C0 e 
00 
C0 (V) designarão, res 
pectivament.e 1 o conjunto de todas as funçÕes suaves f : JR n ->- Cm , 
de todas ê.s funções de c= com suporte compacto e de todas as fun 
i 







1. OPERADORES EL1PTICOS 
DEFINIÇÃO 2.1.1. Um operador diferencial linear L, de ordem P., s~ 
bre as funçOes suaves mn IT'm I[J: ··~u., consiste de uma matriz m x m 
onde a a .. 
1] 
a 






v a a.· .D , 
l] 
funções complexas suaves 
para algum i,j e algum a 
de mn com pelo menos 
tal que [a] - L L é um 
operador sC;bre P, ou um ÇJperador periÓdico, se as funções a a .. sao 
l] 
211-periÓdicas. Se L é um operador: periódico e 1p = (~ 1 , .. >~o.pm) E P, 
então 
, . . . , 
m 
E 
j=i L ·' . ) ffi] J 
Agrupando os termos de mesma ordem, podemos escrever 
t 




onde cada P. (D} é uma matriz 
J 




a D . Denotamos por 
peito ao produto interno de 
L* 
p 












DEFINIÇÃO 2.1.3. (operadores elipticos). Seja L= Pt (D) + + 
P 0 (D) um operador diferencial de ordem L DenotamOs por 
matriz que se obtém substi ttoindo por nrx, onde 
P. ( nl 
J 
a 
E IRn e a E ~~ • Dizemos que L é elíptico em n x E IR se a ma-
triz PJ (n) e não singular em x para cada n f O. L e dito elÍE 
tico, se for elíptico em cada x onde estiver definido. 
LEMA 2.1.4. L ~elíptico em x ~L(\PQ'u) Cx) f O, para toda fun-
çao suave rrm + - com u(x) ,' O e toda função real suave 
tal que •(x) ~O, mas d• (x) ,'O. 
PROVA. L(.~ u) (x) ~ P t (D) (•t u) (x) 
~ ( I 
[a] ~t 
Ci o. Q, 
a (x) (D • ) (x)) u (x) 






J a ~ ; (D ~ ) lxl ~ a X,! (.à'.' (x)) 
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... 
~ de maneira que r_. {..p u) (x) = R.! P n Cdlé' I ) u (x) • Podemos escolher ..p 
'• X 
convenientemente r de maneira que 'P (x} =O e d'P] = n, para 
X 
n E JR n arbitrário, o que prova a a f i l-mação. 
OBSEINAÇÃO 2.1.5. Seja a E Ap(M), p E M11 e (U,y) uma vizinhança 
coordenada de p tal que y (U) ~ IRn Através de y' podemos consi 
der ar a] 0 uma função de ~ em IRm c ~m onde m ~ In l e /', ' p 
como um operado!: diferencial em lRn. 
TEOREMA 2.1.6. f:.. é um operador eliptico sobre AP(M), O< p < n. 
PROVA. nevemos verificctr que 2 f:.. (lf' o.) (p) f- O, onde !fJ .G uma função 




Denotando por t;" a multiplicação exterior por diP (p), resulta 
2 2 (d•d• (~ a)) (p) ~ 21; * CV A a (p)). lulalogamente, *d*d (~ a) ~ 
= 2 *(C* (~a(p))}, de m~neira que 
2 6 (~ a) (p) 
que é diferente de zero em virtude de 1.1.3 (vi i), o que prova a 
afirmação. 
A fim de provar os teoremas 2.1. e 2.2, vamos reduzi-los a 
problemas locais·. Seja /':. um operador diferencial elÍ:ptico sobre 
uma variedade riemanniana Mn compacta e orientável. Abaixo, re·-
escrevemos o teorema 2.1 em uma notação mais conveniente. 
TEOREMA 2 .1'. Seja f uma p-forma sobre M e i 1 : 1\.P (M} -+ IR um 
funcional linear limitado tal que i' (b*~P) = [f,IP], ~IP E AP(M). E~ 
tão existe urna p-forma suave 11 sobre M tal que .9.-' {t) = [u,t], 
Vt E 1\.P(M). Em particular, -6u = f. 
Seja {U,i') um sjstema local de coox·denadas com y (U) = JRn e 
{ dx. 
~1 
A • • • A dx,) = (e.)._1 • 1 1 1- , •.. ,ro p . 
é base das p-for-
mas sobre u, onde 
n ! 
m = (_ ) • Nestas coordenadas, p i 
m 




= ta1 , .•. ,a ). Assiror podemos . m 
I 







JR n JRm - lr'm R , t d ;E ~ : -)- c "' , ec1.procillUen e 1 ca a, unçao em c o define uma 
p- forma complexa sobre toda 1'·1, estend·:::ndo como zero fora do supor 
te. Através de torna-se um operador diferencial paxcial elÍE 
tico L, de ordem 2, sobre as funções ro C dA 
o 
JR11 • Seja L* o ad-
junto de L com respeito ao produto interno { , ) de C00 (não con 
o 
fundir com o produto interno pontual usado no capítulo I). Estende 
mos o produto interno < , > a p- formas complexas da maneira na tu-
ral: se e sao p-formas reais, ehtão 
ao IR11 via carta local, obtemos um outro produto interno (que ai~ 
da denotamos por [ , ] ) sobre 00 C . Tanto 
o 
I , l como<,> são inte-
grais de produtos internos pontuais. Por esta razão, existe uma ma 
triz não singular A cujos ele:.nentos são funções suaves àc JRn e 
que se verifica facilmente ser hermitiana (transposta de A = con-
jugada complexa de A) , tal que 
(se e I ~ dx, ~l 
11 • • • 11 dx, 
~p ' 
I 
[IP , ~J] = ( 1P ,Al/J ) , Vo.p 1 1J! E 








' 2) l:(l/Jl ilV;)eJ, então •I• A * líil l io~) ~<P I e I l/! + ~ r I•I + + J J I '.:r 
onde a barra denota con-
jugação complexa e AIJ = * {ei 11 *eJ)). A adjunta àe L sobre 
com respeito a [,] é simplesme11te ~* 
que L* vale 
;. -1 L* = A l.l A 
w 








< Ats* _A op 1 ~1} 
Estendemos o funcional Y, • : Ap {H) -.. lR a p-formas complexas da ma-
00 
neira natural e definimos o funcional linear complexo sobre c 
o 
Afirmamos que ~ B representado localmente por urna função suave a 
valores em a;m, Mais precisamente 
TEOREMA 2.1. 7. se p E lRn então existe uma vizinhança w de p 
' p 
e uma função suave u : JRn + crm tal que p 
ro 
Htl ~ ( u ,t 
' 
Vt E C (W ) • p o p 
Por ora, vamos assumir a validade do teorema acima. Queremos 
mostrar que ele implica no teorema 2.1'. De fato, n \fp,q E JR ' 
pois \l p e u q têm o ;mesmo produto inter-
no com todos os elementos de 
00 
c (í'i' Íl h' ) • 






os u podem ser p 
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n~tturalmcnte 11 colados 11 para produzir urna funç_ão ro U E C tal que 
' 
Vp E JR n. Seja agora uma partição da unida-
de sobre lRn , subordinada a 
K (t) 
{W }. Entâo 1 se tE C0 p o 
<u,c,o.t> = <u,t). 
" 
Se \Q é uma p.-forma suave sobre M com suporte em U (onde U é a 
vizinhança coordenada utilizada atrás), .Q. 1 CIP) = 2, (Atp) (U,Aif))-
= [u,c,o] . Pelo mesmo argumento usado acima, as funções u para as 
vár·ias vizinhanças coordenadas que cobrem M, podem ser 11 coladas, 
para formar uma p-forma suave u (_a valores :reais} sobre M, tal 
que t'(<.p)= [u,'P]. 
Quanto ao teorema 2, será suficiente verificar que, Vm EM, 
existe alguma vizinhança de m tal que, se '+' é uma função suave 
sobre M com suporte nessa vizinhança, então {cpa } tem uma subse 
n 
quência de Cauchy; pois podemos cobrir M com um numero finito de· 
tais vizinhanças e tomar uma partição da unidade ~, 1 , ... ,i.pN subor 
dinada a essa cobertura. Selecionamos, então, uma subsequência 










- <f • a 11 
J n _Q, 
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2, ESPAÇOS DE SOBOLEV. 
Antes de pros.seguir com as demonstrações dos teoremas 2.1 e 
2. 2 1 faremos um pequeno res·wmo dos resulta dos necessários sobre 
os espaços de Sobolev. Começaremos recordando alguns fatos básicos 
sobre séries de Fourier. Lembramos que os detalhes podem ser encon 
trados em [Warnerl 
Seja op E P ('..p : lR n ~.- a:m é função suave 2n-periódica em 
cada variável) e l; == {~ 1 , ... ,~ 11 ) onde os 
nimos o r,-ésimo coeficiente de Fourier 
n ~ (l/21T) -ix·l; I{J(X)e dx, 
E:;. são inteiros. De fi-
'-
( l) 
onde x·S = x 1s1 + ••. + x11 Ç, 11 • Podemos obter, por integração por 
partes, a seguinte estimativa para os coeficientes lfJS 
Vi; E ~n ( 2) 
-e uma cons-tante que depende apenas de <P e de suas deriva 
das até ordem 2nl~; no máximo. Por meio de um tes·te in-tegral, pode-
se mostrar que a série 
2 k [ 1/(l+lél'l 
i; 
converge F se k > n/2. Ne.ste c~'!.so, L: J ifl [ ) < oo A série 
r , 
-, 
é denominada ,:,ê!L-te. de. Fouf(.-teh de 'P. l-\ssumin,~mos os seguintes fatos, 
cuja demonstração fa;,: uso do b:-:<orema. de Stone-~·;eirstr.ass e àa corr.-
pleteza do sistema trigonométrico. 
•rEOREM.'<\ 2. 2.1 i) A série de Fourier de cp t~ P converge uniforme-
mente a ..P; 
" ( xl 




iii) de (1) a da ortogonalidade do sistema t:rigonorn['étrico obtém-
se a iden..tidade de. P.aJLDe.vai: 
c 3) 





< 7 i.p ;-: 
~ '-, 
r 4 I 
iv) dado um inteiro nao negat:ivo t, existe uma constante c > o, 
dependendo apenas de t e n tal que 
< ~ Cl+ ls 12 I t I'~; I 2 
,_ 
(51 
DEFINIÇÃO 2.2.2. Denotemos por S o espaço vetorial complexo de 
todas as sequências de vetores e1n ítm, indexadas por n-uplas de in 
teiros E;, ::::: (t;: 1 , ... ,(;n). Então, se u E S, u = {u } com . . I; 
Vt;: E ~n. Definimos para cada 






Segue como conseguência da desigualdade de Schwarz que 
Então podemos definir em 
( u, v) 
cuja norma será dmJOtada 
H 
s 
o produ·to interno 
liu~ Por (2), 
s 
çle 






I< u, v 1 ·<; il ul: U vil S' 1::. tI (t.+t I )_/2 ·- S I 4 l 
Corno H5 e um espaço 12 1 cujo espaço chô! medida é o conjunto de 
todas as n--uplas de inteJ.:ros t;, com a medida de ccntagern (com peso 
(l+lt:.l 2 l 5 i, ccncluimos que T' 
's é um espét(~O de Hilbert para cada s. c 
Observamos que se pode considerar P c H , V.s (d(O"~\Tido à linha. 5 de 
s 
2.2.lí e que P é d'en.so em JI , 1 Vs s (se u E H 1 podentos aproximar o -o 
u na norma de H po-r elemGntos de ? qne sao simplesmen;:e as sé 
s 
:r~ies "truncadas" de u, com fJnito,s termos nao nulos). Além disso, 
Dcx pode ser estendldo a um operador sobre s: 
a (D u) I; 
Note que quanto mais derivadas uma função t.em, maior o Índice do 




a que pertence a série dos seus coeficientes 
Os elementos de H5 podem ser considerados como séries for-
mais de FourieJ~. Um fato funCL::t~nental (lema de Sobolev) e que, se 
u E H 5 para s suficientemente g:r.-andç,:,, ent_ão a série de 





certo número de de .r. i v a das dependendo de s. !-1"ais precisamente, 














então a série 
converge unifo:nnemente. Portanto cada 
t > 11 corrcosponde a uma função continua. 2 
u E H r t 
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para 
PROVA. Basta mostrar que a série converge absolutc,mente, ou seja, 
L j U[ I < m 
ç ' 
L iupl = 
! ç I <N ' 
;; lH I ç 12 l -t.;z Cl+ I t; 1 2 l t/2 1 u ç I 
lt;[<N 
<c 1: (l+Jt;l2l-t)1/2( L (l+jt;j2ltjuçj2)l/2 
]f:i<N ji;J<N 
{desigualdade de Schwarz) 
< ( L (l+Jt;l2)-t)l/2 llull t_ 
jt;j<N 
A conclusão segue da obf;ervação feita no inicio ãe que a série 
L ll+! t; l2l -t converge se t > n/2. 
I; 
TEOREt1A 2 . 2 . 4. Se U E I-I t onde i.: > n/2 + m1 'ent.ão o
0\.F.::1:í;:auEeix· r;, I .. 
converge uniformemente para [,·t} < m. 1-)ort:antb, a esté u correspOQ: 










PHOVA. Basta notar que ]~a.] = 
repetir o argumento usado acima.. 
ODSERVAÇL\0 2. 2. 5. Da prova do teorema 2. 2. 3, concluímos que se 
t > n/2 então existe uma constan·t:e c > O tal que 1 \!'{! E p 
TEOREI'-1A 2.2.6. (Rellich). Seja {ui} uma sequência de elerrentos de 
Ht com lluil! <1. Se s < t, então existe uma subsequência de t-
que converge em H • 
s 
PROVA. Por hipótese 
mentos da sequência 
dos por 1, de forma que a sequência 
._:: 1, Vi. Para cada Ç,, os ele-
Í""l,2, ••• estão todos limita 
I 12 t/2 i} . -{ (l+ [, ) ur, , 1-1,2, ... 
tem uma subsequência convergente em m rr: • 
nal, ·podemos encontrar uma subseguê.ncia. 
Usando o processo diago-
j. 
{u l.} tal que 
{ ( l+] F_; ] 2 ) t/Zu~.i}. .. converye em cr:m pare. cad.;o, ; fixado. Para 
1_, 1.-l, .•. 
..,._ 
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In-ovarmos que esta Última seqnência é convergentn cn1 H , s < t, e 
s 
suficiente vel-ificar que é de Cauchy. Seja dado um L > O. Então 
j. 
11 u l 
j k,. 2 
- U .1 --· 
s 
+ 
E (l+l~l 2 1"-t(l+l~l 2 1tlu~i 
. . jÇj<N 
~ ~ t 2 t j_ 
L (Hit;!"J'o- ll+l<:l I luç:' 
I ç: I."N 
A segunda parcela é limi·tada por 
N2(s-t) ); O+lél2it(lu~il2 
I E; I,"N 
+ 
( l) 
Como s-t <O, 2(--t) 4N "' pod2 SP.r: feito < t./2, tomando N sufici 
entemente grande. A primeira parcela em{l)é limitada nor 
L ll+IE.I21tlu~i 
léi<N 
A soma (2)contém um 
j 
-nur·K~ro ftnito dE:~ termos e sequênciu.s 
i 
( (l+ 
+ l_12.t/2 i. 
t> J ut: J convergem · paru. cada -~ fi::-:nào .; Portqnto, existe 1.1.ma 
> 





12) -e menor que f./2 de fo:cma cr:te 
j 
li u J. 
r; 
j k11 2 
u li f. s < c. 
DEI'JNIÇÃO 2.2. 7. Para cad<l. inteiro t 1 definimo::.; a tran.s.-fo.rmoçâo 
linear em s, dada por 
t (K u) t; U E S. 
No teorema seguinte, colecionamos para referência alguns fa-
tos sobre os e;:;paços H . As provas se encontram .em fWarner - :te o-
s 
Jte.ma G-laJ . 
TEOREMA 2.2.8. i} Seja s urn inteiro nao negativo. Então existem 
constantes c e c', dependendo apenas de s e n tais que 
s 
d 1P 11 < E 11 o"ell 
s [a] ~o 




Se t < s, então 
H 
<' ,,
llu~ < llull , de forma que H c H • Portan 
t - s s t 
S, que denotamos po:r: H 
_, 
' \ 
ili} P e um subespaço denso ô.e H , para todç. :s. s . 
iv) Kt é uma isometria de H 
s 
H5_ 2t' com inversa 
-L K : 11 u~ 
s 
~ IIK.t. I' 
' u.s-2t 
e aplica P em P. se p e t > O 1 ent:ão 
t n ,z t K ~Q - ( l .. L ---;[) \~ 
i.~l ox. 
l 







Se U E !I e v E H5 _t ~ s+t - então 
l (u,v) I < llull "llvll s s+~ s-t 
s-t ' 
vi) se u E Hs+t , então 
llull +t -s sup I VEH 
s .... t 
vfO 
<u,v> l/llvll t 
s s-







vii) Dadcs os inteiros t' < t < t'' e o real E > O, exi.ste wna 
constante c (c·_) > O tal que 
2 llu!l < 
<-
' 
I I' 2 E I U ,I_,_~" + 
' 
-e um operado:r 
VU E Hi:" 
limitado d2 H 
s+ [cd 




ix) Seja n w:JR ->-G.: ümü função periódica suave·. Entã.o r dado um 
in·teiro ~., ex:Ls.te:mtOn•,'t<71htes positivas c e c', com c depcnde_l2 
do apenas de s e n,- e c' dependendo de s, n, w e suas der:Lva 
das, tais que 
llw'PII < cllwli llr.pll + c'll'{,ll _ 
s w s s-L Vcp E p (1) 
Em particular, existe uma constante c 11 dependendo de w, s e n 
tal que 
llw'{JII W> E P 
s 











xl Seja w : lRn --.- O::n uma função p.::.x·iócUca r_:;uave. Então dado um 
int_E:,iro s, exü-·te uma constant:e poslU.va c tal que 
)< \·m,v > - ( u,Wv >! < c {l!ull llvr + llull li vil ) 
s s s s-1 s-1 s ' (l) 
para todo Uf'l E li . 
c 




Voltemos aos ope:radores diferenciaüi lineares. Vale o seguin-
te 
TBORE11A 2. 2. 9. Seja L um operador diferencial parcial sobr.e P 
de ordem t e seja s um inteiro. Entãó existem constantes positi-
v as c, k e c 1 , onde~ c depende de n, m 1 9. e s, k li roi ta os 
valores absolutos dos coefj_cientes dos termos de maior ordem em L 
e c' depende de n, m 9. e s e de todos os coeficientes de r, 
e de suas dGrivadas até ordem 9~, tais que 
li L~;? li < cklltp!l n + c' I!~;?~ a ~ r V'?' E P 
s s+,... s+,~-J. ( l) 
Em particular, 0-x.ist.e uma constante c" tal que 
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fL·;-i: < c~'I!'{JII-
s s+ .Q.. 
( 2) 
de forma que~ L se co tende. por cont-inuidade a um operador limi u ... -
do de H +I\ 
s " 
a F oura cada 
'S I i 
PHOVA. (2) é consequência irnediata de (l) e do t:c.oli..eJna 2,2.8(i:i.). 
A desigualdade (1), para -m.:::.J. (em que r.p E P é uma função de JR n 
ern e L é apenas um opera.dor da forma L: a a Da ao invés de uma 
a 
matriz), segue imedia-tamen-te do teorema 2.2.8(v::!-i e ix). Para m 
qualquer, usamos o caso m""l e a desigualdade 




11 L .. - .11 l] J s 
onde a constante depende, quando muito, de m.· 
OBSERVAÇÃO 2. 2 .lO. Se L e um operador sobre P de orden1 i e 
w : IR 11 -+ U: é uma função suave, entã_o o operador M = wL - Lw, tal 
que M.p = w (L<P) - L (w·p} 1 é de ordem f-1 no máximo. Consequente 
mente, dado s; existe uma constante posi_tiva tal que 
11 M'P 11 <; cons t. I ~I) 11 1 , V o; E P s Si·t- {1) 
1'EOHEMll. 2. 2 .ll. Se w ê uma função periódica ·real e ~uave e 
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é urr, operador di ferencJ.al c1e o:r.dem 9. scbre F 1 então e.:xiste uJna 
constante positiva tal que 
2 I< L (w u) ,J"u > .. - I! I, (\·m) li 2 1' 
s 
< coast:.. (liuli ~ iiuH , ~ 1 ) ~+\- $T>:_-_ ,, 
para todo U E H 
s+2. 
PROVA. 2 I<I"(w u),Lu> - IL(wul, L(wu) > 1 < s . s 
< l<wL(wu),Ln) - <L(\·nl}, wLu) 1 + 
s . s 
+ I<L(wu), (wL- Lw)u> I + 
s 
+ I I (Lw - wL) (wu) , Lu) / 
s 
( l) 
Aplicando o :tea!Le.ma 2. 2. 8 (x) (lcmhrando que w é real) 1 a scgu::::_ 
da desigualdade do te.one.ma 2. 2. 9 e a desj_gualdade (2) do .te.oJte.-
ma 2.2.8{ix) no primeiro terrr.o; e a desigualdade de Schwarz, a o!:?_ 
-6 en.vaç.ao 2. 2 .·10 1 os teol·emas 2. 2. 9 e 2. 2. 8 (ix desigualdade 
(_2)) aos dois Últimos termos, ob·tewos a desigualdade (l) acima. 
De interesse particular aos operadores elípticos, vale a se-
guinte desigualdade. 
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TEOREBA. 2. 2.12 (désiqnaldadr; fundamental) . sr~ja L um operador 
elíptico sobJ~e P de ordem X. e s um inteiro~ Então exü;te urr.a cons 





+ 11 u!l } 
s ' 
\lu E H s+~- ( l) 
PROVA • .t: suficiente provar (_l) para todo '{J c: P. A prova consist.e 
de várias partes~ Consideramos primeiro o ca~:o de um operador elí:e_ 
ti co L sobre P com coeficientes constantes, que consü3tc ape·n.:-,s 
o 
do termo P t (D), dc-'0 ma5o:ç ordem. Se n uElli com ufO 0 se 
então como P n (i;) é nao sinqular, 
k 
'1r.··.,!'lul 2 ,_ c. > O. Pela- compac_i_dade 
da esfera n··l S , existe uma constante c > o tal que 
llu e ~ com lu I 
Segue daí que, para todo u e ; em JR 11 
Ir, (r) 12 Ir lu, ' t'u >c, 1 ur. (2) 
Portant.o, para <.f! E P obtemos a part:Lr de (2) e do fato que 




I, I' 2 I L ..p , 
O C' 
" 
> const. ;'''12t,,, j2(l 1']21s "I'~ 1(,'·r + '~ 
r; s 
(IIL r,r:li -1 
o s 
ll<.til ) 2 > 
. s 
11 I' 2 + <p I 
" 
·j 12 12 s , I 12 t. > I" <P r ( 1 + I f, ) ( 1 +const. Ç J 
i; " 
const.lir,r: I! 2 
s+t 
(31 
( 4 I 
Considere agora um operador ellpt.ico pel·iódico L de ordem X., 
e s0ja p E lR n. Prova:::emos que exist.e uma vizinhança U de p tal 
que (1) vale para ..p E P com suporte em U {com isto queremos di-
zer que o suporte de r,r: está contido na unj_ão das translações peri2. 
dicas deU). Seja L 
o 
o operador a coeficientes constélntes, det.er 
minado pela parte de mais alt.a orü.em de L no ponto p. Por (4) e p~ 
r a cada r,r: E P, 
11~/)U ~ < k(IIL cpl! + llo.pll ) ék{iiL,pll + 11 (L -L}~~ li + tli{JII ) 
s+~ o s s s o s s 
I j 
( 5 I 
onde k é urna constante. Pcc1emos escolher t::, > O menor que l/2ck, 
onde c e a próp:r::ia consta.r.te c do 2.2.9(ll. Em uma. 
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vizinhança suficicntcm:-:ontc; pequena U dr-' p, os coefic.icntes da 
pu1~te de If;~d.or m:cl.c::n1 de r__, ~ J, 
o 
.s-ao n-:enores que~ ~= em valor absolu-
to. Seja L um oper·ado1· per _i Údico que concordco C:OJTI L -L 
o 
sobre 
uma vizinhanç.::t U de p i se necessário 1nt?no1~ que U, e que tem os 
coeficientes d.:1 parte de ordem mai.c:--:> nlL1 me:r.orr-~~~ que 2 em valor 
absoluto, em toda a pnrte. Segue de (5), cl.o ttO!i.ema. 2.2.9(1) e da 
escolha de c que, v,p E P cont suporte em U, 
11~11 < const .. (III,tpll + I!L:pll + lll{lll ) 
s+t s s s 
< const. 11 Ltp 11 
s 
+ cons·t.llcpll 5+t-l + const.ii'{JII 5 
Aplicando a desigualdade do teorema 2. 2. 8 (_vi i) ao termo 11 r.p 11 , 
s+t-1 
obtemos 
o que prova (1) p2ra esses ~·.s especiais. 
Seja rr'n o toro obtido como o quociente c.le IRn pela rede 
21rZn. Os abertos U 8btic1os acima ptlr(-t cada p E m n projetam so-
bre üma cobertura Ztberta ile '1'11 • Seja {U1 , .•. ,Uk1 uma subcobertu 
ro. finita c sejam "l' ... ,W1,, uma part.lçÕ.o da. \midade 
" k 
quo sat:i.[;.f,-:'!.2 ~ 
j::.:J 
<> 
~. . .• 






usual ); w . ~ l. A 
. l
existência de urna tal partiç~o pode ser vcri-
i=l 
fi cada, olJS(?rvanc1o a prova de exj_,stênciw de v.ma partição usual, co 
mo a que '3(:! encontra no capítulo I ãe [\Yo_rnerj. ConsidcrP agora as 
Vl. como funçôcs suaves pcriócUcas de JR n em JR. Seja 
l 
'fi E p • 
Então, por 2.2.S(ix e x) e pela fonaa especial da partj_ção, 
2 
11 <.0 11 rJ 
. s+ Y. 
+ const...llqdi +III<PII 9 1 s .· s+ .·- (6) 
Como w. <P bõ')m suporte em um dos abertos V obtidos acima, e ca-
l 
mo existem finitos w., então existem constantes tais que o último 
l 
termo de (6) é 
< const. 
2 
const. 11 .p ll 
s 
+ const. 11 <P 11 0 11 <P 11 · 1 s+.... s-1-Q.-
< conr~t. 
2 E< L(w.<P) ,Lcp} 
. l s 
l 
(pelo t:to-'i:ema 2.2.11). 
-1· const. !i~~ 11 2 
s 
+ const.ll<.pll 0 1i<PII n 1 s+h s+h-
I 2 
const.ll J..,-y? 11 
c 
•0 
+ cons t. 11..; li 2 
s 




< const.ll L'P !! 2 + 
s 
2 





< const.IIL<P~ 2 
s 
+ const.1:'! li~ + 
'2 11 <{ 1: + 
s...~..;:. 
2 




de forma que (l) vale para todc ;; r:= P e, por densidade para todo 
u E H +' s < 
DEFINIÇÃO 2.2.13. Se r.p E f, o ~--ésimo coeficiente de Fourier de 
cp (x+h) , h E m. n 1 é eifJ· r;<P í;. Porta.nt.o, se u E S e h E m n, pod~ 
mos definir a translação de u por h como o elemento 
•r I I { ih. C J c h u ~ e u~ E " 
Considere o quociente abaixo, para h t- 0: 
IThlul-ul/lhl - { I e ih· ~ - lI u / I h I ) E S ~ 
Se cp E P, então Th (cp) (x) = <P (x+h) e 
f h lxl ~ 1,, lx+hl ·· '' (x) I i I h i 
Observe que, se U E II 
s 
ent.ão 
li'l' (uH -~' tlul! Í1 s s 
(li 
I 2 I 
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de maneira -=.tuG sob;re n
8
• Em particulm:, se 
h. Pela desigualdade 
in. r I 2 I ., 2 [(e "-1)/jh I "' (cos h· é -ll/lhll- + lsenh·Ç/jhj I 
( 4) 
Concluímos qut~, se u E Hs+l, então os h u estão limitados unifor 
memente na normu il ·li . · De fato, 
s 
Red.procamente, 
TEOHEMA 2.2.14. Seja 
h 11-u 11 < llu.'l 1 s s+. 
u E H 
~ 
e suponha que exista uma 
k t.al que h n -llu 11 8 .:_ k, \Ih f' O em IR • Ent.ao u E Hs+l. 
constante 
PROVA. P<na cada inteJro po.s5.tivo Nf seja o elemento de H 
s 
que consiste da série de u truncada em N, ou seja, 
J U. se ! c I ·; N i t, ,• lnN) ·ê ~ I l l I 





:g sci.ticient(' prov.a.c que o:s ii u.N li , , estão lirni t.a.dos un.i.fonneillt~nte. 
s-r J. 
Seja (("l', .. ,c:
11
) a base o:ctonormal standard de m 11 




quando t 7 O. Como há apenas finitos ç; com ]r,] <.N e como, por 
hipótese 
E ll+l~l2lslu~!2 [(cih·s-ll/lhll2 
I~! <N 




'2 k . 
[ (l+!tl 2 l 8 + 1 [uEI 2 
I~ I <N > 
< nk2 + llull 2 •. ,, 
de forma que os lluNII s+l estão limitados uniformemente 
u E H l. s+ __ 
Podemos enunciar agora o 
e então 
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'rEOREl'-lA /.. 2.15. So~ia 1. u:r. l)v:rado:c pe1:.iódi co clíntico de: cn:dem 
u E H 1 
-(q 
v E n 
t 
PHOVA. ll suficion·tc provar que se .. 
tão u E H 
s+l" Sl'õj<l [I 7' h (O JRn 
substj_tuindo-se cado cocficj_·~:nt.e 
(a(x+b)- n(x))/jllJ. 











s v= Lu E Hs-Y:+l' en~ 
,h 





const .li + 
( 2) 
Como os coefJciente a de L são funções periódicas suaves, os ah 
são uniformemente limj_tados, de fonna que {pelo -te.O'l.e.ma 2.2.8 (vJ.ii} 
" Lh ('l' \ I' 




onde a constante n.:w dcpGnde de h. De (2} r (3) e das observaç5c-::s 
feitas em 2.2.13 (linhAs 3 e 5), obtemos 
I',Uh',l, t " [[ [I [I < cons . li Lu , + const .. , u, 
s s-2+.1.. s 
onde o lo. do d:Lrei to independe de h. Portanto, pelo ;te oJr e.ma 2. 2. 14, 
u E Hs+l" 
3. PROVA DOS TEORENAS 2.1 e 2 "2. 
OBSERVAÇÃO 2. 3 .1. A fj m de concJ uirmos a prova dos b·JÜremas 2 .1 
e 2.2 utillzando os resultados obtidos até aqui, devemos ajustar 
os operadores diferenciais às condições de pe:t;'iodicidade. Seja L 
um operador diferencial parcial elíptico de ordem ,t sobre Cw (lem 
bramas que denota o espaço das funções suaves de em a:m), 
nao necessariamente periódico. L tem um adjunto formal L* sobre 
c 0 , com respeito ao produto inteJ:-no de 
ro 
C . Como no teorema 2.1.2, 
o 
se L~ (L .. } onde ~ .. = Ia~.D~, então L* = (Ll*J.) lJ lJ lJ onde L* ij 
a a 
::=r.D aji. 
n p € IR • 
I,* ainda -e um operç,:dor dife~-encial 
Então existe uma vizinhança V de 
de ordem Q,. Seja 
p Suficientemente p~ 
quena e um operador periódico elíptico L tal que L concorda com 
L .sobre V. De fato t denob?mos por L 
o 
o operador a coeficientes 
eonstanteS". dete1:nünado por y, em p. Como L é elíptico em p, 
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existe c :> O tul qncl. q~_wlqacr operac'lm~ cujos coeficientes este-
ja_m a n'elw.S d;:: c dos coefic1ente::; con:csponderJ-tE s de L 
o 
- l' ' ' e e J.p-cl 
co. Então, seja O 1.nna viz.inhi..l.nça. de p, pequena o suficjente pa-
rn estur contida com mn 2•~-cut~o O, r:-:obre a qual os coeficientes de 
L diferem dos coeficientes con:.-espondentes de L por, no r.1áximo, ~-
o 
c e seja V c V c u. Escolha uma funç.ão suave 'f! ·com O < '.fJ < 1 , 
t.al que \~ ,;:; 1 soL-n·o:;:~ V e. tem suporte em U. En"..::ão o operador 
é elíptico ;:.;obre_ toe: o o JR n e, c.:larament.e, podo ser esi..:C'ndido a 
um operador periÓdico L que concorda com L em V. 
ainda que, se 
De fato, seja 
de f;o:r.ma qnc 
u G H 
s 
m -




~~. --~ u em 11 ·li , com 1j1. E P. Então, 







1 (Lu,,.~ > 
o 
< r L i'u ·- ,[, ) 11 
" 'l' <::<- ~ 
- ~· .... 
+ !!u- I i• l,Jj ,, 
. s 
li L*.p 11 
-s 
< const. liu--~111 llv:ii +!lu·-\jl,l~ IIL*~,Ii j s -s+i J s ··s 
que converge a zero quando J + o_) 
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< 
Seja V, corno acJma, um conjv_n-to aberto contido em um 2n-cubo. 
Sejain u e V E H 
s 





V.p E c~ (V' o ) (2 I 
Diremos que um operador periôdico L tem suporte em V se os coe 
~ 
ficicntes de L per"tt::!ncem a C0 (V) c V. Agorc.í, se L tem suporte 
s 
são iguais em V, então em V e se os elementos u e v de H 
Lu -· LV 
De fato, por 2. 2. 8 (vi) é sur.iciente provar que 
V<P E P. Aplicando (1) (com L :;, L), obtemos 
qne e zero por (2), jã que 
{ ( u - v l I L *<P > 
o 





Estamos f.inaJ.rnente em cor;dições de prov(1r o~; teoreTniJ.~; 2. l e 
2. 2. Len-J_):ramos que h~v{ar:os reduzido o teor€ma 2.1 ao 
2 .1. 7, que reescn~venos aba..ixo 
T:COREPl.i\ 2,1. 7. Se p E m 11 , então (~xiste uma Vl?.lnhunça 
C um eletr.ento U F p tal que t (t) :::: { ll , t p p 
~ 
Vt E C (W ) • 
o p 
PROVA. Seja Q um 2Jr-cubo contendo p. Escolha um conjunto aberto 
V tal que p E V c V c Q e consider-E'! 
(l) 
Antes de mais nada, obscrvamo.s que R, é urn funcional Linear limi-
tado sobre '" c (V) • Pois como V e compact.o, a l'!orma 
o 
(c f. 
pag. 33) tem um máximo para x variando em V. Portanto; do fnto 
de t' ser limita do, obLemos ( 11 · 11 ' c denota a noma associada ao 
produto interno I , I I . 
' -l 11. (!\ ~ l I < const.I!A-11Pll' 
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Em segundo luga.r ob~-;ervamos que, de (1} e dos f. atos abaixo [ I.P, ~~~1 -
= (<.p,l\~} ), -J -l -t(o;:) ::;;;; t' (A "..;;)I L*ip = A/lj.- A 'Pr 9.' (t\*9) -=r f,'[! l 
ta 
I V'{! E 




Como 9.. é limi t.ado, k se estende a um funcional l.incélr li-
mitado sobre H . Existe assim, um elemento u c I-I tal que 
o o 
t ( t) -- ( ü ,t ) 
o 
Vt E H 
o 
(2) 
Queremos mostrar que, sobre uma vizinhança de p suficientemente 
-pequena 1 o elemento u concorda com um elemento cJ.e P. 
Escolha uma vi.zinhança o 
o 
de p com o c v 
o 
pequena o su-
ficicnte para que exista um operador periÓdico elíptico L que con 
corde com L sobre O (cf. Observação 2.3.1). Escolha urna vizi-
o 
nhança o de p tal que O c O e ent.ão, escolha uma 
o 
sequência 
de vizinhanças on de p tais que o c on e onc on-1' para ca-
da n:..::J, 2, . . . Para cada n _?._1, escollli:-J uma funçõo suave í'ln que va-








( 4 i 
onde 
-- Lw 1 ( :J ) 
o. 
A fim de apLLcar o ·l'em:e1!1d. 2 e 2 .15 r dever1lOS determinar a que 
espaço de Sobolev peT·tence o lado direito de (4). Primeiro, af~Lrma 
mos que 
seguindo daí que 
w1LU = v1 1f , 
00 
E C (O ) e; portant.o 1 pert.ence a o o H s 
( 6) 
para. 
qualq~er S. Agora, os dois lados de (6) pertencem a algum H
5
i e 
pelo teorema 2.2.8(vi) concluímos que para valer (6), é suficjen-




De fato, usanão o teorema 2e2.8(x), 
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- S:.(L*v~cp) - o • 
" 
Portanto (G) vale. Come~ L (e po:r .. !:anto L) é um operador de ordt:=;m 
2r então é de. ordPfll 1; portanto H U c 1 1-lf-;;r>im, o lado di·-
reito de (4) pertence a H_ 1 . Fclo t-.eorema 2.2.15, concluímos que 
Então 
-w t: 2 




tem suporte em o 1 e u = v 1 em o 1 . Argumentando como a11tes ~ v~ 
mos que o lado direito de (9) pertence a H _, Portanto, pelo teore 
o 





V E H 
n n 
p com H c O p e 
\v un\a funç<\o que vale 1 soln:·c v:; , com valores entre O e 1 
coJr. f;uportc c:J,l O. EnL·.i':io ViU "' \, 1\V U 
n 
p 




I lo l 




v c u E p. Se 
re1u t.c~oL·emu. 2.2.4, wu represen-ta 
w 
enúio t ~ (' ( 1;1 ) 
" ' ' o p 
-- <U,t> 
o 
~ < ti wt > 
' o 
-- <wtí,t_) = <urt>, 
o 
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UH; a funçã.o sua-
e o teorema está finaltr.ente provado. 
PROVA DO 'rEOREr·11"\ 2. 2" Tínhamos verificado que bastava mo.s·txa.r que 




} na norma 
k 
• 11 1 poj E~ a norma 11 · 11 concordCJ. com a nor-o o 
em c=(o ) e as normas 
o o 
e 11 • 11 sao equi valenU-::s em 
C (O ) . De acordo com o teorema 2.2.6, a fim de provar que L<Pa } 
o o n 
tem uma subsequêncj_a de Cauchy na. nonna 11 ·li 1 é suficiente mos-o 
trar que a sequência é limitada em H1 . Segue do teorema 
que 
< const. (IIL'f'n 11 1 + ll!f'ct 11 1 l n - n -
= const. (i!Lya 11 1 + ll~'et 11 1 l n - n -
< const.IJIPLanll __ 1 
+ const. !:~~c .. 11 1 n --'-




< cons t. í (/'Lo: 11 
n 
< const. 1: L\ct 11 
n 




.Seja T J..m,a função suave com valores e~1tre O e 1, que vale 1 sobre 
00 e tem suporte em V. Então, 
(L~ -~L) a 
n 
de forma que 
Finalmente, 
< const .. IITo: 11 
n o 
cons-t.ll tan 11 
< con~:;t. 11 TU 11 1 < const.ll rx li 1 
n n 
- 11 'f r! 11 
n 








De (l), (2), {3) e (4) 1 obtemos 
-
Por hipótese 11 h a li 1 
n 
C ~ s ( ii ;;,,·,,-; ii un ;.: . . v. 
ll 
c 
! + il I)' 11 I ) 
11 
(5) 
suo li.mi tadas. Portanto, a r.>equên-· 





O 'I'EOREVlA DE llODGE E 0 ESPECTRO DB b. 
Utilizando os teorem.::1s 2.1 e 2.2 1 provaremos o T(!J;he_ma de.. 
Hodge. (parágrafo 1) e ob·teremos as propriedades .fundurr,entai.s rela-
tivas ao espect.~ro e auto~-esraços de b. em var.ied.::des rie.Iflc..iDnianas: com 
pactas e or.ient.3.veis o Em seguida, expressa]:·u-r.os os operadores d, 
O e ~ através da conex5.o Riemu.11ni a na e obter~...~mo~> 1 em particular f o 
operador de Laplace-Belt.rami em função do tensor de curvatura da 
variedade. Os resul·tados obtidos .serão aplicncJos, ontão, ao cá leu-
lo do espectro de 6 na esfera Sn. 
1. O TE.ORE.[I.m DE HODGE. 
DEFINIÇÃO 3 .l.l. Seja N um<J. variedade Ricrnanniana compnct:J. e 
orientável. Denotamos por H o esp<•ÇO das p-formas harmônica.s p 
ou seja, Lembramos 
f 
que havf.amos introduzido o produto interno lo., i;J J o. A * B f onde )oj 
0. c í3 .r,; ao fo,.-r·.viS d.i.f:2rcnc:i.a:i.s. 
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TEUHE1'1A 3.1.2. (Hodge) parn O _5_ p _::__ n, h' tE'~m. dirnensi'~o fj_ni ta c p 
vale a seguinte •. Jeco;npo~;íç~in ortogonal: 
AP(_t.-JJ 
(l) 
Consequen-temc-mte, a equuçao f11D ~ ex t_em solu9ãr: UJ E i\P (LI1) se e 
soruente se a p-forrna i\ é ortoqonu.l. a I{ 
' p' 
PROVA. Se dim H não fosse :finita, haveria uma seguência ortonor-
P 
mal cont.ida em I{ • Mas pelo teorema 2. 2, essa sequência t.cria U...'lla_ p 
subsequência de Cauchy, o que é impossível. Pox:tu.nto, dim H p é fi 
ni ta. Ob.'3erve_-, que isto vale para um operado1.· elíptico !J. _ CJllillquer 
com f{ :=: Ker /L p 
Pa~·a provar a decon:posiçã(J, seja {td1 , ... ,wp_} uma base orto-
normal de H . Ent.ão uma forma urb:Ltrár:La e1n Ap (t'-'i) pode ser esc:r:·i p 
ta müvocament.e como 
Y. 





onde ' ;.: E (!i ) _.._ 1 o complemento ortogonal de p 




Queremos mostror que " !) ( 11 ) :::o t_, ( /\. (N) ) • 'l'emos que p 
Pois se 01 E J\p (H) e H c /-1 , cn'c5o 
p 
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I 3 l 
1 (h ) • p 
Reciprocamente, n.f:innamos que (H ) .L c D (1\p (1'1)) • 1\.ntes de provar p 
isto, necessi tmnos da segu.inte d.esigualdade. Existe uma constante 
c > O t.al que 
11 Sll < c li 1\~11 VSE(Hl" 
p 
Suponha o contrário. Então existe urna sequência {J3j} em 
(4) 
I 11 l 1 p 
com ~ 0. !I ;:::;; 1 e 11 tiB. !l -r O. Pelo t:em~ema 2 h 2, existe uma subse-
J J 
quêncio. de Cauchy, que ainda denotamos por Portanto, 
lirn [i?,_. r1,!1] existe para cad2. 1{1 E 1\p (H). Definimos o funcional li-
j-H'D J 
near ~- sobre 
~)E tY(H) (5) 
9, (c\',? ) -- )_ Ü-l 
j-)-G;) 
n 
I 6 I 
de manciru que r__ e soJuç5_o f:cocu ds 1.\r:í ::-:: O. P.:::J.o Teorema 2.1 
exist.e S E /P (H) 
Con;o ii C . I! = 1 e 
J 
tal que o '-I ) J_, I, 1j; 1 • Cc!ll.Gcqucnb::mcnt.e 
11 r, 11 ~ 1 e 




Mas pelo .tc.oli.;?.r:ict /\f,'-= O, uma cont:cadiçãoo Portanto (4) (-'.:!Stá 
provado" 
Agora, .seja 
!1 ( /1P (H) I por 
ex l-: (/-! ) 1 . Def:ini_mus um func;Lonal p 
9.-{/:,>P) = [ a,o.p 
sobre 
( 7 I 
Q. está bem definido, pois se LÍifJ 1 = ll<P 2 'f! -- ..p E Hp de ruanf;'i l 2 
do sobre 6(!1p(M)). De fat~~), seja \Q EAP(M.) e ~~=!.f!- H(IP), onde 
H (~;.1) é R projeç5.o de" <P sobre fi p Usando (4), obtemos 
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P.. se estende u um funcio::al Li..mi. L1.do sobre i\p (M) . Portanto 1 .t e 
uma .solução _frn.ca de?: /1'.'"' = n. P00lo :U!.OfLC.!Ira 2Al, c:;x.i.ste uma p-for-
ma ú.) tal que hi.J.l = ex, d(-! mamürê.t que 
e a primeira .l.Lnhn. da decomposif~~o 1 está pJ:-ovada. As ou·tras li-
n"ha.s se:;: obtém .imed:i.atamc:r.Yte da definição de 6 e do fato que ÓüJ e 
dT sao o.rtogoncl.i.s Vw,T c _1\P (M) ( [ów,ch] lw,d dT] = 0). 
OJ3SERIJAÇ.í\O 3.1.3. Da der:1onstraçã.o do .teohr.n:a. de. 1-fodgé. concluímos 
que, se /',. é um operador elíptico auto-adjun·to sobre Ap (M), então 
onde a decomposj_ç.iio é OI"tDgonal. 
SegUe como corol.;r:Lo ao :te.oJr..e.ma 3.1.2 o importante .teone.ma 
de llod~e.-de. Rham: 
TEOREfl'.tA 3.1.4. Cada classe de cohomolog_i.<:'!.. de dC Rham de um;..~ ViJ.-
rtcd<1de R:i.emanntana compacta. e orJent.ãvel contêm 1.1ma única forma 
harmôn :i. c a que a repn-~st~nta. 
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+ OS + (.:jr onde t,l e harn1Ón:Lca c a d(~compo.siç?J:o é orto9onal. Como u, 
du (! iü são fonnds feclHdüs, r\f3 t.ambém é fox-'ma 
~:':> .r: ~-- '· -, 
f e chi:lê.u o.-;> u - (_,_, = dcxf 
de nune:i.ro. que '.ü pertence à mcsrr.?. classe de cohomologi a de u, .Se 
w 1 fosse:: ou"ê:rO reprcscnt.::mt:e harmônico da classe do:::< coh~lm:'Jl0:1l:J. de 
u, LE::c] amos 
u dcc 1 + w'. 
r.1u.s a decomposição de u e única -~ üJ = w' • 
2. O ESPEC'l'HO DE lJ EN Vl\IUEDADES RIE1'1ANNI/I.NA'-; COMPACTAS E ORIENTÁ-
VETS. 
bntes de iniciarmos o estudo do espectro de !"J, cabe a seguin-
te observação, que mostra o interesse geométrico que os autova1o.res 
de /;.. têm. Havíamos provado no capítulo I que se i.fJ : M ·* N é uma 
isome-t:i~:ia cn·tre duas. variedüdes Riemannianas, então 
' 
onde e sao os operndores de r_,aplace-Beltrmnl em N e M 
respecti"i.'ament.r: e ç* (w) é o pull-hack de uma forma 0.1. Se T C I\ (N) 
N 
i\ associada ao dUto-valor À, então 
7S 
ou seja, 'f!*(T) E:'! auto-.forna de H /J. associada a 71.. ReciprocamentG, 
se tu é au-Lo-··form<:l de -] (.ç -) * (w) é auto-forma de associada 
ao mesmo <luto~-valor. De forma breve. o espec-tro de 6. e invari<:ult'.e 
por isometrius. 
DEFINIÇEO 3. 2 .1. (operador de Green} • Seja 
G o A.._ (1'1) -+ (H ) l p 
tal qae G (u) é a única S(~lução de /J,w a- H(o) em (H )~ (H(a) i 
p 
a proj0ção de a em H I . p 
Damos <J. seguir algumas propriedades do operador de Green. 
7EORJ-..:I>ll~ 3. 2. 2. G c um oper;:=:dor lirtear limitado e e auto-adjunto 
em (11 ) 1 . AlGm diss;j G leva secjuênci.:cs limit.aàas em scquências p . 
cont~endo sub5equênc:i.u. de Cauchy. 
PROVA. Denotawro5 por 1r o operador de projeção sobre {H ) 1 . Note que p 




(1-1 ) .L = /j, u? (1,1)) é urna bijeção e gue 
p 




f: claro que G é linear. G é l:i.Elita_do ( l:L:Dha 4 crn 3 .1. 2) e é au 
to-adjunto pois 6 t~ll11bém o &, V::Amm; supor que exisi:z:. uma subseuuên 
cJa lirnitad::'t ~!i -tal que {G (f\.)} rlS.o cünt.8m umu :::;ubsequência d<2 
.1. 
Cç1..~chy. Então f11(B)} = {Aa.} 6 li~itada e G(0.) = n. nao !10s-
, i'" 2 2 l 
sui sub~~cquência de Cauchy. Pelo teorerna. 2. 2 f {a. J 
" 
nao pode: 
limitada 1 o que cont:cad:i.z o fato de G ser um operador limitado. 
Portanto {G(S.)} pos:sui uma s·~lhscqw~ncia. de Ca.uchy. 
l 
A .se9uir, entmci01:10s as propr·J.::::dndes básicas do espectro e 
auto-espaços de .t. 
TEOl~E!'-lA 3. 2. 3. Consid·~re o operador 6 sobre }\p (H) 1 O _-:_ p _::_ n 1 o:t?_: 
de N e uma var:i.ednde H.ier;1.:-mniana n-diw.cnsional compacta e orien-
távcl. Então 
i) o espectro de /:. forma um conjunto discreto {O < Àl < À2 < 
< ••• } tal qw2 Ài __ .,_ oo 
ii) o <-H.'.t:o-espaço a;:;sociaão a ),. tem àirnensão finita, \li. (di 
l 
zemos que u mu.f.A>[p.Uc-~do~de de. Ài e finita) e anto-esp.:;tços u.s~Jocia 
dos a auto-valo:cc!;: CU_st.in·tos são ort.oqonais, 
'Jet"ado pe.Las 
o conjunt-o ~ p-aut:o-form.:_:,_n :i. i i} i..l.e 6 é denso em 
' 
1\P (l'-1) com res 
pei-to à convorgt~ncict Utü fc_,]"_-me c, c:cJTl ~ta.ior :C-<;i?.ao, com resp("":i_ to a 





. I 2 I' . I' ó I' 2 '-'1 11 2 ),i!ll• -·· .'ll1 1 Uj -·· , u,: + i:._.u, • 
ma na c nula u tal que: bu = O e Portanto, o aut:o--espaço de-.:: O é 
H (se N e compacta c con2.x-i1, a.s funçõe.s harméinJcas sao ccnstan-
P 
tes, de foma que H "' m o e. a multiplicid&de de \~Oél). V a-
mo~· estabel8cer aqora g_u.e L1 possui um &uto---v;llor pos:L·tivo. Con.side 
't' (H) 1 .. re u res Yll:o a Vunos que p 
e 
G 
(li ) 1 
p 
(li ) 1 
p 
sao operadores invcrsos 1 ou seja, G/J, = IIG :-c: Indentidade de (1-f ) 1 . -p 
Em pzi.rticular, u é autoformr-J. t1e ó associada a :\ <------> u e auto-
forma de G a5sociado. a 1/),. Sej<'.t 
n - supll G.p I! 
Entz;o n o e 1: c~:; !! -..: niii;.J li 
(H ) 1 
p 






:o= l , Vj 
Afirmamos que 
o ~ 11 ~I. ílli G2<P • 
:; J 
[ <; , J u;n,J_ s<:::ç_TucncL::.t em ( v \ l 
" . J p 
3 • 2 • 7 
') 2 
o,i''[ G ' ' L,, I - 'f • f\- • 
J J 
4 I + n 
7, . I 2 . 2[ , 4 < T] nGy,l -·2n G\1,,G;.,J +Ti 




- n I" ,11 
J 
->- O. De fatoj' .seja. 
2 
- n ~ . I 
J 
-- l1~. , GljJ. + n~; .] 
J J J 
lj!j = G<,' . 
J 
2 
> n 11 ~~ .11 
J 
(Note que, 'ti. , l ~~.,G·~~-·J "'"' [ llu.,u.] _::-_O). Pelo i:e_~._'J}Lema 
J J J J J 
11 'r-" • i: """ 
J 
(l) 
n10 j . En-
( 2) 
3. 2. 2' 
{!f' . } contém umu. su}x~cqu<~ncia (quü continuaJ:emoS a indicar }X)J" {o.p J.)) 
J 
tal que { G~~.} é de Cc,ncby. Defi.nimos em 1-..P (H) o _funcional linGar 
J 
1.(íl) ··· ]jD 
j !<'' 
r; l C,; . 
J 
via) de (,\- 1/l,·)U = O, De -.feto, ob'·:c:r-_;ç)_nc:!-=: CJUG .. , - ·L;,, 
• '-' - I 
ru.do:r: clfptico auto~-adjvnt:o, tt-.:-!-íiO:'; 
pois 
v ames 
f. ((li - 1/n)..ç) - li.m n [c,) J , ( t - 1/ q) ~-"] 
I! ~' • 11 + o ' o q_ue 
'J 
~ -supor quco. e a 
j-Hü 
J .:.,co 
= lint r1 [ (6 -j __,_, .. 
- lj_m j -rv-, 
mostra que l e 
1/il) c,~ . r 'f J 
J 
= o / 
solução fraca 




e um op~_ 
·- l/•11 u ~o. 
Como { G;p j } é de Cauchy, para to(-'b s > O e N 
grande 
snciC!ientemente 
s >li c,~ . 
J 
I'- I' 2 
- •l,~'-' 
J 




Fixando j c passando ao limite k ·c'- ;:;..-,, obtemos 
2 
li 
" ., ~ L. + llb'J' ,!. < l~, 
J 
Vj ,k > N • 
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F1 := Ü 0 UEe é 
. , f ~ 
·F-, 1 <"r· 
___ .,-,_, •' J • 2.1 ao 
fnncional ~I) E- d"l'j\ •·] 11 .1', ~,..-d . que 
- [ !JJ, •), de :í:o:::-ma qne (/1 - 1/n)t;j = O, corno huvÍi:.vnos afi.rn·:u.do. 
Provt<rcr1os ttcJOra a. exj_st0nc:i.a de urnu sequêroc_ta. (1(~ out:co.s aut.o 
Seja H 
n 




dado pela soma dos auto espaços 
saciados aos • /l ' F 
l 
j_:::J, ••• ,n. Note que R 
11 
é su.lJcspúÇO de (li ) 1 p 
a.s 
in 
v?,riant.e por ü e G (!1.n r G}:~ c n. ) e, portanto, G c !'J estão bc~m 
n n - n -
definidas cOJi10 aplic<-1çÕes de (H ffi R ) 1 em si próprio. Seja p n 
f 111,0 11 1 e 
Então o mesmo a:rgumento 1J"tilizado atr&s mos·tra que Àn+l 
é autovalor de /1. Cl)lnO 
1 
R l) n-
-A multlplicic':i<.H1'~ de cadd ;\, c finita. I~;-to <~C~TUC .i.J•K'"dia{:arnen-
. l 
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iJC\ll~tilC1ç:_m, ::.itJ.ponllu que À .scju um ponto ele acurnul<.H;Õ.o do ';_;~;;pectro 
!:te t!. , En t[ío t;J.l que ). . .,. ). , E1n par-
l 
ttcul2r, { :•. _ 1 
) 
é limi l--~:cJa por u:na constu.ntc c > l, Seja u. 
.1. 
uma 
autoforma ncn:·H~al.:!.za(]i'J. associada a ). . , pa:c.::t cac1r:1. i. Então ii t,u, H :::: 
l l 
=A.IIul! <c, Vi. Pelo ic-::or:ema 2.2, { n. } pos s ni uma s Llb.<;equêncj a ele 
l ]. ·--
C.J.ucby 1 o que é ilr,possível poü> as formus 
lllu. ru2 J .L 
prova de (i) e ' ' ' ) \ .U. • 
sao ortogonu.i.s _pa-
a 
Pa.J.-:-a p:;:ovcu (iii) f provarernos primeiro que o conjuntn das au-
to-formas c denso em Ap (N) com n:~sp,~d to à nonna. L 2 • Sej.::un 
.:::_ :.\ 2 .:::_ , •. , os au'l:ovalores de A em 1\_p (H) , onde cada autovalOJ~ es 
tá incluído tantas vt.zes quanto for a dimensão· do seu autoespaço . 
Se:ia {ui} cc sequência das auto-funções ortonormalizadas corres-
ponden tes. Se o o: E /~'" (H), queremos verifj car que 
J.im li a 
n-}--rXJ 

















de formü que 
r 61 U_: l 1J, ) 
j_ l. 
n 
·- G(F;) -· 1: 
j_:::::k-1~ 1 
lJ 
-- G(f,) - ): 
i=k+1 
n 
-- C1_ - 1: 
i=l 
n 
[ l1u,u.] C(u.) 
.1_ . l 
[ (t,.6u.] u./Ã. 




l ), IIG(B - 2: l 8 1 u 1 J u1 ) 11 i:o=k+l 
lJ 
Como S - í 
i=k+l 




igual a n 1 11811 n+ (cf .. parte (i)); que -t~ende a zero quando n -r oo 
Isto prova a afirmação feita. 
Podemos verj_ficar finalmente q1Je o conjunto da_s autoformas de 
I'J. e denso em tY (M) na norma 
11 al!m = sup * (ry_ A 1: a) (m) l/2 
mEl-1 
Vamos assum:Lr, por ora, que existe uma constante c > O e UHl intei 












( 4 I 
[c1, 1J 1 u, F mn ç1c_le cont-::i.nu:3_mos com a 
'i. l 
1]0;-.._-,ç::- (' 
- ' -,_._ ~ c' -' Como .r ,\ ,_, .'. p , n·- '"·'- n' 
], 
or)cJe '-) -- ( 1 ·f /) .l ,c, n, CO ElO 
mos i; u .... F (r··;. i: fl GO -+o. 
"" .P ( </' ) li 
}1 
' ·• corv;_;_E::-
ment:c qnc o. t.c~x1h.a Sl1POLt·e (:nnt.iC:o em dlgurna v:i..zinl1ançu coord0nc.cla 
de :111, de" I:12!l·::üra guc (1 possa ser identificada com n:mo_ func;ão ' ue 
c<UC 
' ' 
ncst:e C·Jso f a norma ~ .n ~ cqui-
"' 
(c i. capítelc I I). Lro•rnbraJ:t(l[; 
val~ntc-:> à. noi~Htél :-_;up! · ]l/?. 
0 
e a_ normct L') il "li c equivalente à nor-
ffid de So!x.,).ev · ~~ . Pelo tco.:!~L~li~a. 2. 2. 8, 
o 
K ~-~i! ( 3. ·I·.-'_'./ ·.'· 
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onde r;1 t:' F c: a fu.nç~io 271-perJód:Lca ~tndL~:zida por u. No caso geral, 
de\'t:-Ii10s col::.1~.ir coo:cdcr,adu.s 
e t:~:~1 cac1a Uh~> del.:t;o multiplicar c~ por uma função suave convcnielite, 
com. supcrtc cont-ido nossa vLdnhança., de Il1i_mej"ra que se possa apl1_ 
car o aryumc.nto acü1a ern c<:-1da Wti:} da::; vizinh~~nças. 11. dc.:~igualrladc 
obtid<.:ls par8 car3<1 sistema com~der;a.do. 
3. OS OPERJUJO?.ES DIFERENCIJUS E 11 CONEXÃO RIEHANNIANA. 
3. 3. L RecorC.<-n·emos rapidmnentc alguns conceitos geométricos. Pa-
r a os deta1hP~~, o J.e_i·tor pode consultar [Manfredo] • 
Seja g:n uma varj~cd<'lde RieJ.OlDnnL:ma munida ela conexao Rim:mnia 
na. Um caminho diferenciável y : !O, l] -+ N é uma geodésica se o 
campo de aceleração D-i,/dt ao longo de y for idonttcamente nulo. 
D/dt denota a derivada covari.ante ao longo de y e o y -e o cumpo. 
de velocidade_s. :E: um fato bá::.dco de geometria Ricr.tanniana que, 
vm E !·1 1 podemos escolher uma vi:ünhança U de m e um número real 
c > O tal que llvll < c, existe uma única geodésica 
Yv : (-2,2) -~H .satisf<:tzendo as condições yv(O) = O e Yv(O) 0"'V.· 
o po;_yto Yv ( l l E M se:cá. denotado por 
A gecdés.i.ca " S""' escreve cnt~l.o, 




exp (0) =o- Jr\ e 
m 
85 
(<lexp ) (v) = .Y· (O) =v. 
·mo ·v Uma 
do teorem.:t dn. funç21o invc::rsa permi.te conclui.r gue, Vm E M existe 
umu vizinhança IV de m e U1n número E > Ü tais que exp apl_i 
m 
Câ a bola de ;~aio s cen't.rada na OJ:."j_gem de T f'·1 (B (O) ) di feontorfi-
m c 





B (0) c :IR 11 _, w 
r: 
+ 2Xp C·~ 1e 1 + , .. +X e ) m . n n 
Ucfine um sistema de coordenadas sobre W (LJJ.I.J:tuna de coof!denadcti.J 
HOIUJJaJ..ó C.Ul.tllado em rn ou 1 abrcviadaroente, s.n.). 
Seja {d/dx1 , ... ,0/dxn} a base dos campos coordenados do s.n. 
sobre w. Observe que, se t -> y(t) .. ~- . e uma geooeslcc::t que parte de 
m então, no sistema de coordenadas d0finl.do ucirna, y (t-.) se escre-
v e 
t-+(tv1 , ... ,tvl n 
onde (v,, ... r v ) c um vetor constant:e de TI\n. 1\. velocic.lac1e vule 
" n 
• 










De fato, a purtir dus propriedades fundamentais da conexao temo.s 
DY D n 3 o ~ -( L: v. --) dt: dt i~l l 8x. l 
Se escolhermos (v1 , ... ,vn) 
k f i e j, então 
o v - a 
3x. 
l 
Além diS~>O r 
_.J!__~ v __ L v _il__ ?X, [IX. J ox. ], J 
11 a 
~ ); V.V, v 
j_, j =1 J l d dX, ·cJX ___ l 
J 
tal que v. -- v. ]_ J l e - o se 
a v a ax .- + d 3x. 
J dx. l 
J 
a [ ----ª--- 3 o -
' 
--
ax (lxi íJx 
' i J 
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ck~ forma que v (; ' ,, Jx. -· o ao lonyo da geo::.1~;sica particnlar esco 
J 
3.3.2. S(:•rá útil 8);~;r-essa.r CJ.~l operadores d, ó e /1, através da co-
nexão I-Uewanniana ;:; . Isto permi tir.-0_ rplaciona_.t !J com irn.rarj_antes 
ge01:1étricos assoc:L:cdos à curvat:urn. 
Recordamos que a cadü campo X E 1t(N) pode-se associar a 1-
-forma x""<X, · >. AnaJog<1raentr;, uma l-forma IJJ está associada atrvvés 
da métrica_ ao campo t.aJ. que w = ( &'1, • >. Podemos definir a ação 
da conexao niemo.nnian<l sobJ:e p-forma~> da seguinte maneira. Seja 
X c 7t (H) . Então 
i) v f ~ X f - E A0 (H) I X ' 
i i) 
'Vxw ~ rv (Vi;í) (0 E A l (H) 
iii) \í'X atua como derivacão com relação ao produto 11 , ou seja, 
vx(Lu A T) - (VxTl 1\ T + w ,.. (Vx-rl !! (L) I T E li (M) • 
Verifica-se di~ctament(:- que s""~ tJ E Ap (i_-1:) e X, x 1, ... ,XPE:f:Ü·í),. 
então V xi') E A p (IvO e 
( '7 . I' X ) - ,. (" .. I \Xu.ll '''li •.• , ___ ,~_,\ ·'l'" .. ,r. . 
. -~ p . p ( 2) 
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3.3 .. 3. "'ec_ck; de r".i11 i<lo 2., ,-._ •_-·,··o o~'"' ';7 so'Jr-, •o r •c as 
.L ''" ' '- ' ' ' • \.: ~- 1, . , fica 
determi_nu<1u 3 ,1çao do V.::·nsor de curvatu.ra 
P(X,Y) -- - v I X, Y] X 1 Y E )( (Iv'l) 
sobre formas, Vcrifica·"·sc facilrncm·te que 
R(X 1 Y)L A lll- (R(X,Y)T) A i.t.l + T 1\ (R(X,Y)tú). ( 3) 






tú E k (N) e x1 , .•• 1 Xp+l sao vetores 
-(x
1
, ... ,x., ... ,x 
1
). 
l p+ .. 
PROVA. Observe que o lado direito da igualdade é uma (p+l)-forma 
Assim, podemos considerar extensões arbitrária::> dos vetores X. ; 
l 
em part.iculaT, podemos tomar os campos locois d/0x. do s.n. cen-
l 
t.rado em m1 tais que 
e 2 , ob te1nos 
X .. Utilj_zando as identidades 1 
l 
,'() d ;.'\ 
X. ,(w {~-, ••• ,')X , • • • '""x --)) 
].,' Çl}ol (_ j_ O p+ 1 
e o teorerna 1" 2. 5 cor;clui <-'- pP.::.,vZJ.. 
' 
T 1·1, enüío 
m 
['1 C' i'IJ?rtv•;' lo 
c - 1" J. -· 
n 
'" X ' lA 1 , ... 1 J n 
( ÓUI) (In) (X. I ••• ,X' 
ll J.p 
,. I v l 
'" X (>.i (X1 ,X. , ••• ,X. ) 
' ll l l ]c~l k 
- p-
PROVA. Como na proV-'J de 3. :~. 4 , poàc>mos considerar as extensões 
djdx. de X. 
l ]_ :i_:--=1, ••• 1 I1, onde os 0/êlx. sao os campos do s.n. l 
centrado em m, c1R maneira que vale a ident.iéi<-ldc l. Pelos teoremas 
3.3.4 e 1.1.3, 
(X 1 , ..• ,x1 , ••• ,X ]) "- n-pl-. 
n-n-1-1 
c n (p+l) )' 1-l) . (11 ,,) 
- X -k~l k 
txk,x +2 / ... ,x ) n-p n 




(d)()( \' "'I * * ~ '' ,. r•••tA' n-p-,-L n (d··~'(;)) (m) {X 1 , .•• ,x 1 1 n-p+. 
n-p+l . · , 
;; (.-l)rqp+l, 
k=l 
Concluín.o3 a p.rova, len;brdndo que 
DEFTNJÇ.KO 3. 3. 6. Seja. t0 C Ap (f\1), 
p 
Óú.l 
{x1 , ••. ,X _} nmaba.sEOo.n. .. n de 
1' H 
m ' 




I-l(üj) (rn) {Y1 , •.• ,Y,_l ""' L: 
L-' k=l 
~ 1 , ... ,Y. l'yk' Y. 1 , ... ,Y ). . J- J+.. p 
Veriíicn-se facilmente que H (w) E J\p (M) e que é i.ndependentc da 
escolha da base ortonormal. Notamos Lambém que H concorda com o 
tensor de Ricci sobre l-formas (idcn·tifj cando 1-form.Js e campos ve 
toriais}. 
Embora nuo seja utilizado neste t.rubnlho, vale mencionar o se 
quinte teorema f que expressa o operador de Laplace-Bel trami u:tra-
vês do operador H definido atrás. 
3.3.7. Seja w E hp(M) e campos or-tr.)nonr.ais em 
uma v.izinhança de mE H tuis que = O. Então 
n 
(!\~,;) (nt) -- - ) (Vv \'v") (rn) --;· H(tli) (m) 
s:-:-1 L>s "'s 
PROVA. Aplicando os teoremu.s 3. 3.-1 e 3. 3. 5 f obtemos 
uJ(X. , •.• ,X. ) = r,,(i
1
, ... ,j_ )): 
ll l p p 
n 






p . ..Ll ~ >~ (-l)J' (V_ ~ü)(k,i.1 , ••• ,i_., ... ,i )} 
(d6w) (i.L' ••• ,i ) = 
. p 
n 
{··· 1: (VX OI) 
k=l. k 
n . l 
r (-1) J+. (l'x. vx 
k-1 l. k 
J 
de maneiro. nue 
"-1 x. J p J- lj . 
(k/il, ... ,i., ... ,i )} J p 
(k,il, ... fi.,.' .. ,i} , 




( i " ) u.•J !.; j_ I \.J,,i'''''"-.-' 
• . L) 
v I' 
xk x. ,. 
J 




x. xk l. 
J 
n 
~ - y f\7 '.1 ) 
- ·. ·x "x (ti 
k~J L k 
v v X X k i. 
J 
no ponto m, obtemos o resultado e!1unciado. 
•. s'1 . 4. O E2lPEC'l'HO DE 
l·cl·'' ,) (.; i ) 
-'-·J. -~lf···l-p 
(k,il, ... ,i., ... ,i) 
. J p 
Nesta seçuo, calcularemos o espectro e auto-espaços de /~ so-
bre as funções de Sn c provaremos alguns resultados .relacionados 
ao espectro de t_, sobre as p-formas de S11 
DEFINIÇÃO 3. 4 .1. Denotaremos por s 11 a esfera n-dimensional 
r 
de 
raio r, considerada. como suhvarj edacie mergulhada em IR n+l com n 
métrica cunôni'ca. 
DEFINIÇÃO 3.4.2. Seja {v1 , ... ,v} . n uma ba.se 0'. n. de 
'I' sn . Podemos estender os v. a campos locais o. n. , que denotCtrc 
m- r l 




( 2) (v x.)(m) 
v. l 
J 
~ o para 
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todo . . '" ; l \ l c J ~ 1 , ••• ,11' (podc~:nos con.strui1· o:::, cmnpos v " . 1. t:ccmspo~ 
tartdo os veto:n"'s v. para1clali1énte ao longo de: gcodés:icas r&linbl. 
" 
Seja N o Ci:1JT!J?O nm:rnc.•l c~xtc:!.cior a .n s . Poc1emo.s estender N 
r 
a urn 
cümpo dcf:.-Lnldo ew urna. v:izinho.nça de rn em n+l m. por trunsporte 
pm:alolo ao longo dos rcüos. CiJf,!DOS X r 
,_ i 
i:=l 1 ••• ,n em uma vizinhançn m em 
n+l JH I t_rill1SJ}0Ttandü~QS pc::tru_-
lelt.nnente ao longo do:.> raios até um ponto p E n+l .,___. . JR e mul L-l_pllca~ 
do o vetor obtido por .~12! (ver figur.J.), onde 
r 
lipl: -e a dis-tância 
do ponto a oriJem. Der:otarr.os por X!, i=J., .•• ,n, as extensões 
l 
lo-
cais de v. 
1. 
assim obtida.s e por X' 
n+l a extensão de N. 1\ssi.m de 










[x~,x~, 1 1 1 n·r 
(Note que 
o 
X' i i{n e X' n+l 
(l) 
sao campos co-
ordenados de~ um E~j_stema de tipo "polar" para 
uma vizinbança de m no plano 2-dimcnsion<ll 
contendo os vetores 
por D a conezao Ge 
V, E.~ N). 
] . 








X' " I (ml 
n+l - J 
~"' n ' J. r 
' 
' l. 
- \"1 X Nl(ml 
'X, j ' 
l 
o 
(ml ~ 1 xl" r 
l (X.,X. >(m) 
r J 1 
,i--n+l 
r i.=l, ... ,n 
SaJJemo;:.~ que; se Mn e uma variedade Hicmanniana imersa 
e X,Y E ;.t(J,1), tmt.ão 
D Y =V Y + a(X,Y) 
X X ' 
em 
I 2 I 
n+l IR 
onde a -n (a 2- forma fundament:al da i:[llersao) é um campo normal a H, 
bilinear e simétr:i.cô com relação a X e Y. !?elo que foi vlsto aci 
ma, ,;,e temos (usando a bilinearidade de a) que 




1 <x :ox~. 




I 4 I 
!l i : s 
r 




m -· . Se 
(t c ,p _J!., .. . •:_: i~ (.', 1 2 0 p1 . Ül-bi'iCk õ_e 
]~ 
cc_, conforme foi 
denotarão os opL>radon;;s crr, n+l ]R 
c 
'TEOHEUA 3.4 . .3. rx1 , .. .,x } . n 
é base 
ent.ão 





n+l c o campo normal definiêlo 
I !li'' i·.·,) - i* (Fu) I (m) X I X' 






l\(X, , ••• ,X. 
:i.l J_p 
et(X. , ••• ,X.)+ 
ll l p 
at.rás 
' 
PROVA. Ur.;aremos a not.ução O:ÍX~ r••orX~) = o:(i 1 , ... ,ip). 'l'emos J.l l 
. p 
que 
,~i_*(0:) ··· dói*(cx) + Odi~:(cx) 
c 
:i.* (dOer + O der:,) 
de forma que ~i*(a) 
~ 
i*(Xcd = dói_""-(a) - i"'-(d6n) + ódi*(n) -
- i*(8dcd ,= d[ói~'ío:)- i*(Oo.)J + Oi* (da) - i* (.5do:). Denotaremos 
i 
T o~ ói"' (o:) ... i"' (Ócd. U.sando ilS ext.ensoes x;_ ! definiclas em 3. 4. 2 




Observe que, se X E "'-u_,n+l .. - "- . 
m 






Utilizando as propriedades (1), (2), (3) e (4) (3.4.2) das exten-
sces X.' junto com a propriedade (2) da conexão (3,3. 2), obtemos em· 
J_ 
uma vizinhança de m: 
' ( l . . . I X -~ 1 Ci n+. 1 J_ 1 , ... ,lk'"'"'l· -n.~ . p 
-
u (n+ 1, t 1 , ... 1 ik, ... , iP) (3) 
e 
r '[) \ y 
'.i 




de forma que ,. ,_ 
i=J. 
pa.rc_l if{i1 , ... ,i1 , ••• ,i} .( p 
O,J (i,i 1 , ... ,ik, ... ,i) = ' -- p 
' ( ~l ' - - ) a n, ,l_, ..• ,~k, ... ,l . 
l p 
Substituindo em (2) 1 resulta! 
T (i 11 ••• ,ik' .. ·r\) - 11-2 _[Lll r 
+ 
Introduzindo a expressão acima em ( 1) c J.<2ITLbramos que [X' X' ]=O 
n+l' il< 
em m, obtemos 
ch(i 1 , ... ,i) p 
n-2n+:~ P L+l -{ ''(,,") Y~(']' ' ')1 ,, .l ,, . '-' ll -- 1 J l r • • • 1 L] 1 • • • 1 l J + J\~-1 ll~ : TI 
p k 
+X . { .>· (-li .+l,.,.. ' 'l . ,. . I) 
I '' (.n··· 1 1 1 , .•• ,1-k''''r-l n+ .. k==l J k ·- ~ P 
""_g-2y~~-~-
r 
X 1a{i1 , ... ,i ) - d~(n+J.,i 1 , ... ,i) + n+ . p il 
+X _, 1 {X








I 4 I 
Ut.ilizando os resultados acima (subsU.-i:uindo a por do:), podemos 
escrever: 
Somando a identidade acima com (4), obtemos o resultado enunciado. 
/\ (f i ) n ,, 
·-'r 
IR n+l .1 t' _[ uO .:LpO 
corn < n+l e suponha que 
e mn+J /J.a = 
' 
t •••• t..dx. 
1. p 
CQ )~ 
e um polinôrrL"i. o h ar-
~ k I I ;, '{ \X ,r---'JR n+ 1 para }.-._ 
11 dx. 
l p 
de manGira que Cl e uma v-fo:cwa harmônico. de m. n-1 1 Hostramos abai 
xo q11c a re.st:d.ção à csferu. de umc:t p--:f:orwa. fechada de m n+1 do ti-
po descri to <'lei ma é de fato uma autoforma de !J (o Laplaciano da es 
fera). Mais precisa:ment.e 
3 4 ,. ~ ~ f f h l rJe Til n+ 1 , d · TEOHE)\jA • • _'). S8 n c nma. p- arma e c ac 0. , o t1.po des-
crit:o acima (harmônica e de grau k), temos (nas condic;Ões do -teo!Le 
ma 3.4.3): 




PROV.i\. Pelo .tc.oJte.ma 3.4.3: 
x• 11 cdi1 , •• ·.,i) + n-· p 
n-2n+2 + ·-·-- -'-·--
r 












l·' * ( '\ 
'' I (X, , ••. ,X.)---




um ponto llé\ 
estão d:::-.finidos:;. Pela tor 
(X' ) -
l-
t dx i 
r :;; - (X~ ) onde t -- 11 pl! e 
J L _p_ l.; 
·' I!PII 




, ... ,i ) {p) 
F 
t,k+n (' , ) 
-- (-:, '"a 1 1 , •.• , 1 L -- p (m) 
Derivar com respeito a X l n+ no ponto m consiste em derivar coro 
respeito o. t ern t -- r, de maneira. qne 
X I X 
1












O" "l"P'' ·· ç í~c·r ,;,> •• :. •• -,. t~:'. 
Cl."llO d"l ,~,.-r,~,--, T,'c-r·-·c: ''<U"·o "o·l·r··s c.;,-, ,..,.,,,,·d··· rc.c•-. -' 'j ,_, ~ ~-~_~--'-c. ]_,._, __ a." '-- L- ··I __ uu .:;..:.v .._. l ... r-t~ .. \:.,~c:r__l_nglnco-.::c <"i. 
• • . <i <11 p--
J_l ... 
n+l . IR do tlpo 
• • • A dx. 
l p 
em que as funçõc:::; a . sao polinôm.ios homogêneos de grau k. 
- j ••• l 
''1 p 
Vimoo que o ope:i~a.dor * do Hodgç 6 uw iscmorfismo.entre Ap (N) 
e 
n-p i'. (l·-'t) para un~a var.te::dadc Ric;-·rnamüana n·-dir:~ensional M, que r:ta~ 
da formas fechada_:;; em co"feclwda.s (Ocx ""' O) c vüct~·-versa. Viwos t~-nn·-~ 
bém que * co1n1.1t~a com o Lttplacj_ano, on .s8ja, 
M M !J. •J.; N = * L\ Ci I 0: É f, (_M) • 
7\.ssint, * c um isomorfismo entre o snbespilÇO das (n-p) - autoforrnas 
fechadas De 
cn 
ú0 r C! o subespaço das p-au·toformas cofeclwdas. Do 
tr_e!Lcma 3. -1.5 c das obsorvaçé)e.s .:>.cima., concluímos que os números 
(k+n-p) (p-l-k-+-1) k > ·'o 
formQJT\ um conjunto de aL1t.OVé{lc.res relativo~; ' .as p·vformas 
a~_yor;·1_, fnnçl-)cs 
r> n-1-1 
.. h r 
I --) I 





Nesi~e Ci:l.S0 1 {O-formas) 1 podt-~mos dizer (Xe.o.tLf:_ma 3.4.8) que os po12:. 
nômio~; acima esgot.:~m todas a;;-, a.uto·-fnnçOes de 6, de maneira que. o 
~k = k(k+n-ll/r 2 
k > O (em [ ,:_:;allui: ct l'Joy.:.-rJ está indicado sun Ur2mo.nst.raç:io guc um 
resultado anã.loq-o c'L:?ve v;-d..:~r para i..tS p--forruu'3 em geral, ou seja, 
n 
que o c.•:>pec;tro de A5 rcla_tivo 2s p-fornms fechada!::; da esfe:ca é 
exatunic~n-te o conjunto clo::õ J.,k = (k+p) (n-p+k-tl), que foram obt-idos 
em 3. 4. 5. Não lremos além com o cspect.ro sobrG as p-formas, pois 
ainda nêío estamos convencidos da validade deé;ta afirmação). 
DEFIHIÇÃO 3.4. 7. Dnqui p::1ra f1~ente assumiremos r - 1. Denotamos 
por f-lk o espaço vetorial do:.:-; poLi.nÔmios homogêneos de gra.u J: e 
hêtrmônicvs, e.m n+l . -JR -·. li. x·es L-.r.u~ao a sn. é um isomorfi.smo c1e 
sobre UJ~I sulx.:::.~p:-.ço rr; ÔO e:;paÇO 'C\a~; fUDÇÕ~5 rco_l_s 5UClVC.S ~;oLL-e <-1 e.sfcru_' 
w n 
c (S --) • P~üo que foi vis-to acima, 1/k c.st[t contido no auto-espaço 
assocLldo a ),k - k (k+n·-1). Jn"lrodtl?.imr;s Uunbfm a notação Pk p<1ra 
I ,, I,, "I J ll~n+l, o c~>tX2l;·,_) ele t_c,C.o~; o;:: poJ i_ no;-,ij o:;:; LC'fltCH:;eneos c e 9rtn1 c cr:1 " d 
f Se P,Q E: m P1, 
k " 
fP,QJ ··· !P,QJ 
e o proc1ui:.o .intc:c·no intro::i.nzido no c~~--r.<tulo I. 
103 
- r p º J n -s 
'TEUw.::r-:_i\ 3. 4. 8. O c::,:pcc-i~-~--o ele f:--p r com a mét:rica canÔnj c.::>, c o con 
jun-to dos Àk '--_., k(k+n·-1), para _k""' 0,1, .•. O aut.o···c.~spaço asso-
ciado 2 e a rnultiplic_-i.cl<:ldc-;; de - " d e ua a por 
(n+k-2) (n+k-3) (n+l)n (n+2Jc.·-l) 
LE!>Il'~ 3. 4 . 9 • Se k -- O , 1, • • • , 
P H m 2u m 2k - 21' w r "2k-2 m • • • Ell 
lll • • • (9 2kH r l 
c os .subespaços destas decomposiçÕe!::> -sao doi.s a dois ortogonais. 
PROVll.. Observamos que r -·11 e 
o o 
P 1 = H 1 . Portan-to, é suficiente 
mostra.~- qu-ç, se k > o e vale a decomposição 
I' 1· ,. __ 
2 ]~ pk-2 I 
" r }~+2 ,.__ li E9 k+2 
,., 
'I + ,-"·1' c r· 
' k+2 '· k ~ 'k+2 
? 
r P k 
10~ 
lu-
gar que ost.a sorna rc or Loçrona:l, o qn(~ equi.\.t;Jle a dcmonst-_r~-\r (ver 
3.4. 7) a ortogonrlliô;;J_dr..:: de Hk+2 e p k em 
"' n C (S ) • Su 
bemos que fi k+2 est.á contido no auto-espu~;:o as~.:ociaék> a (!<::+2) (n+k+l). 
relativos a uV..::o-valorcs cü~;tintos de (k+2) (n+k+l). De. acordo com 
o lcoirr.ma 3, 2. 3 (ij_), os· auLo-··c.'>paços de. difere..ntes aut:o ··· vnlores 
são ortoqonais de fm~JT,a que: Hk+L c Pk são ortogoni:Íis. Para e.s-
tab~lecer o lcrn.:1 basta 
ent.5o P é harn~Ônlco 
rr•ostrar que se 
n+l 
(6m poQ).ú 
Pelu hipótese de indução, 
JRn+l 
6 p ~ o 




todos os .. .2 .\..H , com 
" k-2 O < 2 t < k 1 ou ai.nda, ?> 





·' e ort.ogonal a 
JRn+l 
6 p e o r-
togonal a todo~• os 111 _? -~. PoL simplicidade, escreveremos ( ~ Yo /\f para 
il~ n+ J . o La.placiano de _ -.._ c LII para o Loplaciano de n s . Sabemos 
que, se p E p k+2 
Além d.isso, se p 
--
AI''"" r\P + (k+2} (n+k.+ 1) P. 
é ort:orynnu.l u ent.Õo, 
i 
r' 
'v1-1 c 11 c ·r-2 k );+ >~ 
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Ent.ilo, \:'.•'.- (; li k·-2 ~-
~f P,!IH I~ (k-Ul (n+k-U-llf P,H i- o , 
·' 
de forLlLl que IIP ·""' O 1 o que conclui a demonstração. 
lmtes de pror;.seguir, cmmci0mos o teorema élc~ Stonc-WeierstJ_-ass 
(veja [Die11donné]). 
'J'E0HE~1A (Stone~-YJe:Lrstrass) Se:i a 11 uma variedade compucta w C e 
A uma sub5J.qebra de "' C (H) . Se A contém as constantes e sGpara po11 
tos (ou seja, \Jx e y C: M com x:/-y, existe f E A t.al qu8 f(x):/-
t f(y)) 1 então A 6 denso em o C (H) na ncrma du convergência. uni for· 
rne (e com mais_ razao, na norma r.2 ). 
----
o teorema ZlCÜOa nos garante, em -particular,que. (])k pk e den·-
'" (Sn) CODVGrgência c 
' 
lJCI norma da uniforme. Ds~ fato, os pül~ so em 
nômios hornogênGoS dG n+l ~ w n--1-l lR forn:am uma subalgebrEt de c ( lH · } que 
contém as const,lJYLcs (pol.inÔmios de gxnu O) 0, se x = (x1 , ... ,x 11JI' . n·· 
X. f y. 
]. )_ 






LEI-JA '.L~.l .. Cl .. ,"r:·i·'t ld ,, .• ,. var1····c1·cle !'1' ·rr·t n· · · -
..., - _ -.co;_,~ - .. "'--' '". -.: ~<..~. - "- e,~, ;1 :Lana cor.1pacr.ct e or.1.ont~a-
vcl P. supo;;hd qvc, l:,.~tra cada i_ c: JN, sç;ja délc~o um subespcl_ÇO 
"' C (M) t<J.l CJLle as duu.s cond_i{~;32:J <-tbn.J.xo sej<::un so.Lisici L 1s: 




E'nt2o, o espectro ék~ 1·1 
paço associado u .\i. 
(!I ê o Laplnciqno de H) . 
EJ densa em "' C (N) , na norma 





PROVA. f; cla~o que m> ),i pertencem ao espectro de 6, Ccmsidcre 
À um a.u.t.o-valor arbitrário de ll .. Se A f/... para t:odo i, ent21o 
1 
o auto--espaço de ,\ é o.rtogonal a H. para todo i, além de ser 
1 
i {O) por dGfil1ição. l.'Jas tsto e imrossível pois m H. é denso em 
1 
00 
c (l\1) , dE- forma que {I\ i} iCJN contém todo o espectro de tJ.. 
Rest<:-! ve.rif:i c ar gu_L-é':, se Q é auto-função associada a À i, en-
t.ão <P E fi_ . • Suponha que 'f F) Tf. e denote por P (~P) 
' l 
a proj eç~io 
de <P em Tf .. EntZío .,~ -- P(·,~) ainda é uma aut:o-fun\:ão re.lo.tiva a 
1 
que é perpcndi cu lar a caCla íT1 , i E 1N . Has ist.o é irnposs.-ível. 








I' k 9>0 
sao decorre do Lc••ia 3.4.10. 
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em e a conclu-
ResLil w~rificar CJll2 a :mu1tJpL; cidade d'-' \ que '-~ 
- k 1 "-" iguu..l 
dimens;l.o de 1/Jç , vale 
(n+k-2) (n+k·- 3) (n+ l) n (nt2k-l) (l) 
k! 
Observamos primoi.r:o quo dim P k ""' 
polinÔPJios homos;Cinecs de grau k 
n+k _ 
k ) • I JC :E a to f <.nL:C't bass para os 
.. 
e duda peJos produtos 
a 
n+l 
x 1 ,, onde os o:. sao j_fi_teiros ~ O, L: a,. = k n+ l l 
da forma 
-e os x. sao 
l 
JR n+l. as funções coordenndas de Denotemos dim Pk = P(n+l,k) 
Podemos considerar Pk como soma_ dos subespaços gerados por prod:!_ 
tos do tipo 
~11 
X ) 
n+J com fixo (r=O, ... ,k) e L B. :.-::k_··r, l . 
de ma.neira que 
P(n+l,k) P(nfk) + P(n,k-1) + •.. + P(n,J.) + 1 
Po~- indução sobre n e utilizando d idont.idade 
1C8 
n-:-}:+1 k 1·-1-r 
- l '- ) 
r 
r=O 
obtc~mos o él.fi.rmarJo. DOOlo~--, p<·:-c'~--lll'~-f'c'cc.··~ (l) '1·1·-i]l?-·,,·,oo 0'" ·',-,·'·n-~ l:U-<..U -•' L '--"··'-- ,_;.. ' ' .. _.__ _ ~u,, 0 ,_) ,Lwd---''' 
ma e n idontida2e 
- diln r)_ -· din1 pl -2 
' c 
O C"l'lport-~'"''"Dl'·o cln JJr:•-, 1-,-: ··-' í ~-,1 .. "l'l ]!' 3 · 
-'- , __ ~-"·''- .- A' ·"·:' _.,~_~_L. c.l, o ,_. \ , ::;cru sp1n e com mas-
" sa m, ~oujeit.r:l a um ~)otencial V : JH _, x IR -? IR c determinado, .s_~ 
!Jnnào pre.scrcwc a Hecônica Quântica na sua fontlét mais t~:-udicionaJ r 
por uma fun.ção ccmp1exi1 
? ~) m->xm·+{L 
suficientemente regular que satisfaz, na aproximação nao relativis 
tica, a equaçao de Schhódinge.h: 
(l ~~ -- h 2 ., 2 32 32 j h (lt-- 2m 
( _::.___ __ + 
---z + --)ljJ + V\' ( 1 I a 2 
' 2 X Jy z 
(h é uma constanb2 univer~oa.l com as di_mf:nsões fÍsicc.s ele momento 
angular). Dizemos que a purtícula 6 .t.{.vJLe de. po-tc.Hc.iaL6 quanclo 
v " o. 
Faremos a. se~_ruint.e suposição~ se {H, ( I ) c uma variedade 
H.ienwnniana coJn opeJ~ador de Lap:Luce--Belt::_·mn.L ti 1 então 0 comport.a-
.LlO 
:~Y h 7. ih ~ t\ ~~~ + VI~', ;lt 2m v !·Ixm~,.-m. ( 2) 
f: ini:cre.sscmi:e cons.iderar o p;~oblema da pa-rtícula. liv.ce de 
potenciais, em uma varitodade compo.c>La (c orientiiv.(ü). Podemos se-
paro r a varj úvcl tcl'.tyx;ral, escrev-2ndo 
~; (x,t) -- ~' (x) c 
. c " J. ;- L. 
" 
Substituindo em (_2) , com V - O, resulta quo lfJ sat.isfaz a equaçac 
de auto-valores de 
Àf .... 
onde a gTandcza 1; corr.csponde, se a nossa suposí::ção é válida,à.ener 
gia da partícula (_para I\Jaio.rcs det-:ühes, pode-se consultar qlió!lqner 
texto básico de r,:ecânica Quântica mrro,por exemplo, [Cohen] j. Assim, 
o .tc_oJ;C_liid .1.2.3 afinr:G, ent1·e oub~o::-: co.Ls:1s, qUe .:t encr:gin da par·--
"Lícu1a conf.in<Jda em M c livre ck_,_ pot(~nciais é quantizada, e os 
acumu]z,çõo: < 










-} + ,., . ('Ô .s-
onde n e a dimensão de 1-'L l\. muli.:iplicid<ldt.--: de [, ou, nu tcr-k 
Hlinoloqia física, a "degcnere~>o2nci.a do nível r u ·vale: 
-'k 
(m+k·-·2) (n+l<:-3) .• , (n+l) n (n+Zk-ll 
Observe que o espaçamcnt.o entre os níveis de emergiu varia propor-
cionalmente a l/r2 • Assim, para esferas 11 grandes 11 , o aspecto qua!,l_ 
ti co do sistema torna--se imperceptível. De agora em diante r -na o 
mais poremos as aspas em n o;:p~ande tt ou n pequeno 11 • Notamos apenas 
que, para partículas com a massa rJe prótons, por exemplo, e r da 
ordem de angs tron , -1 o (10 ·· metro) 1 h
2 
-~ ~ é da ordem de 10-S 0 v 
r 2m 
(cletron Volts), uma quant-.. idade de energia muito pequena mesrno con 
siderando--se valores atômicos típicos. VemoE: 1 assim 1 que esferas 
de dimensões atômica[; podP.rll ainda ser consideradas grandes. 
112 
t . < • . . lllgi.n.Vc.!.S 1 
variedade cocnp;-:-;.ct ,1 acrui 6 
·' 
o de um 
ideot continado e.w 1-1. 
Sc.r~i cvnvc.n:L(~nte con:·.;J.dera.:c u. :..;e~IUintc função, dcnowinada em 
onde m. 
l 
r, E {o J -i-'D) -)·· z {M I< ! ) . () \ 
' )J I ··-
j_=O 
-é.: "L 13 
m.e · 
l 
e a mulU.plicidadc· do au·to"~J,J.lor À. 
J 
-- 2J1! r ? •. h ~ J. de 
adiante, indicm:emos corno se obtém a parti :r dt..~ 2 {111,<, )) as info:c-
mações físicas nelevantes Colc.o pn.os.::;2-io, energia média, entropia, 
etc. Achanta1nos que, no 11 cquil.Íbrio "Lérrnico 11 , o parâm12t.ro S se re-· 
laciona com a tcmp0.r.:1tura absoluta 'J' do ststcma por ll ~ 1/k'r 
onde ].;: é a deJWi<Ünada. consto.nte de Bolt.zmztnn. 
1\. ~:;elju:l r, E,r<.uncj amos c:ügnma;:; pcoprie.dac1es de Z. Por convc-
niêncta, e.scrsv-:::1110~:: sej<J. considera 
fl.:nc;iJo 
' 
de G e do voltunc,; Rierranniano do 0SpdÇO. 
,,, 
L i) A - . ,_.r.> r J.c ;: un:i for:rt:nrnLc c:; o-
ccmt.J.nua 
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ii) Z <k:t:ccm:i.na n e~<pt'ctrc• de '·· no seyuint.c sent;ido: para 
i -- 1, 
Pos •ul· u·•· ll'Jn't-~ E~~l·•o ·- ~·· - 'l ~- ._ _!_~.1- -- > O, p~tra R --~ + "' (note que 
dccre~.ccmte de: ~~, c;u0 tende a lll 
o 
quando 










possui um limite finito > O para f)•-t--f-v>. 
iii) Se Z 1 e a função de p<.Jr·tição (]e 
+ + "-' 
r, i o o 
z é função 
(';_ para + 00 
' 






) r então a função d0 partiç:eo Z do espaço produto (N1 xM2 , 
<, >l x(,)2) é o produ-l.::.o z = zl.z2. 
PROVIL Veja IUerger] r a partir Ja r~gina ].44. 
TEORENl1 2. P2l.La (3 > O 1 Z ((~) po::-:sni o scguini.~.e deó>Cnvolvimento as-
. .. . 
Gl.Jli:.VLJ.CO: 
( '- "' p) 
, '; lo •-' 
n 
2 (ü + :1 r· + 
o '1' 
-
• . . + o o • ) 
' 
r:ao ir:vc~_cj __ .'\Tlt•.:~s Hienwnnic..:.nos que 
quando Jnui.to, ela cus_·v,1.t:ura e de .sL·•as !:>UCC:'s.s:iva."". derjvc:das cova-r_·ü;n 
da intcqrnl, c>obre Ivj 1 c13. curvc;.tura ..:::::..calar. 
PRO\/ A: V2ja !Be:cgcr] , 
N pari:icu las 1ivrP.s de: potenciais, confinadas no volume Iüema.nni 
ano de (~í,(, )) con'. uma cne:r·gia total E. Supolnor, que E e N 
" sejam quant:idadcs que conservam c que o volume seju mantido cons-
tunte. Em cada inst.ard:c. de tempo temos a seguinte descrição do 
sistema~ 
há Nk partículas no nível energé-tico 
cidade rrk, par: a k::.::l, 2, ... 
t::k, que tem mul tipl~ 
J'>. especificução .do número de partículas em cada nível enerqét! 
co constitui a dcscrjç3o d~õ:! um mae.!tD.2lJ.tado, em que a energia total 
vale E = :S::NkF,k , o número de partículas é N = _l:Nk e o volur::e e 
u . O p:coblemi.'\ fundarnf'n·tal da J'.lccânica Esi.~atística consiste em de-
o 
terminar, no ef}uilíbr:io, os num<:.]~o:::; - ' . Tllé'UlOS u k dos popu.laçOc~s de 
·~·· "'' -~t'""' •. , . P<tra c-:'~;~x'Cl;'.IC.:-!;· o cr;CiL:G qur.m ·1cu n'.; ur11;-< pêtrt.l.cu_;~ .. pode--
<l Cl"Jl--:l."~i-~ '-" 
COT:it:J.leto) • Ob.scrv~ 
lns se encontrem em \'éíl mcSTih) e~otddo quântíco 1 no mesmo in.st~an·te. 
duais das partículas. 11. hipôtc.<c:c fundamental qur; se; faz em t1ccZmi--
ca Es1:atística (poE;tulo.do de 11 iguais propabi.lida<Jcs a p!i.ioJLÁ." ou, 
po~~ucm a me~ma p~obabilidadc. de 6enem oet1pado6, 
L < , < 1 par lCuJ.as 110 n.nre_ 
modos em qui:' as Nk partículas podem ser (HstribuíUas en-
estamos tre os mk c:=-tac1os quZmticos (a razão do fat:orial é que 
considerando partícula~; indist1ngüívej_s). Para o macroe.stado cspe-
ciftc0do acima existcn:t 
Nl 
mJ. 
N In,. 2 
L 
N • 2. 
N 
"], Jc 
nüc1·oestodo~~ < • pOSSJ. yGlé~. Admite~so quc 1 se 
dos constantes, o t~~adr de CQU.-i..U'_b:ci_o do 
-l.'iCl.\-i ))i(). 
N,E e a 
o 
sao mant.i -
- ' 9a.6 C.(1-'t/i.(~_-6po1tne. - ' rlQLLCcC_ 
lJG 
particu)zJ:..-; é itlL}il:o r_Jl_-éiJlc"icc. t.fp.i.CdS r N é da ordem de 
"l 1 
10._, •. ), J,_lC,r,l {1j_:-;;:,o 1 p,;::J.-;:: c;.}':J"L'l:i,,S ~JC'li)cJ.C~Za!;,. ÇOl:lC> i1 OJ"lCJ'ÇJÍ.2 por E'XPITl 
Ç "O la •r~r·J"Ç~() .~~1''0 • (! U<C.. l- <.:-. •• l. ' -c:: L·,) _,,_, 
P;u·a encon-trar o m~tcro-cstado CP\ que ~1, ou, o que e mais con-
venientc., ln ri 6 nilxi.mo, cOJ';' as J:estriç.Scs 
const._. 
poélelr,os utilizar o mét.oê.o dos mnltiplicadorc.s de I.agrange. Não f a-
remos as contas (Veja [Z12man;:;ky] ) . Obsprvumos apenas que o cálculo 
envolve a apJ:oximação de Stirlin'::r ln N! '\, NlnN - N. O result.ado é 
o seguinte. No equilíbrio 
-E. G 
NmKc• k/Z(R) 




-'l:/z ( 8) 
( 3) 
S k ln :1 
. l ""I 
.l_,_; 
co;-;; u c_n 
(k c ~'- jE rncnc_i_on .'.da COD!:>la_n-~:c dt? Bolt_;-~mann). l\ote que a cn-tr:op.iu 
deve as.sur~d.r: no equUÍl:n:.·io, um valor rnáxirr:o. 
acir:la forn0ce {v0r [Zell!anskvl) 
1 
k'l' ' 
onde 'l' e a tempcr2t1Jrd ubsoluta do sistemz:. 
VALOHES !··if':DIOS. 
Consir1ere que _:-~e:i<1 conhecida a [unç~~to de~ partir,;:ão Z do sis 
tcmn. Vamos s<Jpor, açJora, que;• Z este:ja escri tu em função do oara 
n1etro o . ] ' . i ~· p asDOCJ.a.c o u -ccmpera ~nra - 1 e em a . Foi o 
-s1 ralfl atrás que Jlt f; c 0 /Z ( p -. ) k '':co visto 
ocnpaçuo do nível 
'· .• '{-- ., ,_-.1. :'" r•-'] " ~l.CO Cd ]J~l~~-~--ur 
(, . As~.iiJn, se 
JÇ 
cnrresponde cl prohubilidade de 
f & un1a função do nhcl cnergc-
( f ) c rlado ror 
< I 
( '· 
' - I' ['' ,_ ' - I . ;-/.1-.i:J.\."., c~ 
!:: j\_ 
118 
z 18, a I I 
o 
(supoudo crt:te. <-1~; op,on-1çocs sejam juo:."ti.ficáveis). O de:-::v1.o qüé1dr~i-U -· 
co m~dio da cnerqia 
ln Z (R, rt ) 
o 
o que se verifica sem granel e dificuldade" 
é c1i:ldo por 
Podemos definir a pres.sao P do t:d.s-t:ema como o valor lnédio 









-[ ~- dSk >k ( -- I ---1 z ~Ja 
o 
ln Z ( 5 I 
se 
S "'-~ L.t-; { ln z 
N + I, (~ > i\ + 1} 
Cot'K'LUSÔL S 
rcüo 
,r Dcno·tr1:remos por r:,k os 
:c. En-l_~lc~ ,_r - t 1 / 1: 2 
.::_,k ·']~ 
2 
z ,_,. r 
valores da encr~ria 
e 
-ç: 1 8 1 
e k 
, onde 
para a cr-sfcra de 
ou seja T' "'' 'J'r2 -~'-'"sr·m . ' • 1-,,,_ ' uma mudança c1e csc?.J.la da esfera corres-
ponde, scgunc1o a Última iguGldade, a uma mudànça na temperatura. Em 
out.r&s pàlavras, O gás na e:O::fQI'êt de raio r a_ tCHtperatura 'l' equ_:h 
v.:-:ü(,; termodinamicamentc êlO mesmo gas em uma esfera de raio r', a 
·? 
temperat:.ur.::l 'l' (r/r 1) ··-. 
Paru concluir 1 deduziremos a e.qun.ç.cw de. o?.-5-ictcl(J du çps, ou se 
J<l, a equaçao que r e:! acj_ona a p.res;:;:io, t.ompcrat.urn f volu;nc c núr.1e-
nl dG pcri~Ículas. ClE\mc·mos de l,(n} o volume da e~>;í:era unitária S11 • 
O voJ.ume a de r (1·1) .".n Cú'''~ _ __, .L • - ' "'-' 
o 
" -- c lll, e 
); K 
Ut:i.lizanc.lu -a cqua·,t<-::o 
fia 
o 









H 1 l s z k 









Denotando, como é convcnc:i.onu1, U = N (C) (U é a e.nC.IL[Jia 
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dcviclo <t 
C:- ,, 






+ I\ r.J .. ) '- + 
' ') ' j: '1' 
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